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Développements  sur   une  forme   nouvelle  des  éiinntions 
(le  la    Dynamnpie ; 

PvK    M.    Pau.    APPELL. 


[Vous  avons,  dans  im  court  Travail  insrrr  au  Journal  fur  die  rcin<- 
und  angewandle  Mathematik,  l.  CXXI,  indiqué  une  forme  nou- 
velle des  équations  de  la  Dynamique  présentant  les  deux  avantages 
suivants,  qui  la  rendent  plus  générale  (juc  la  forme  donnée  par 
Lagrange  :  i"  ces  équations  sont  applicables  à  tous  les  genres  de 
liaisons,  même  aux  liaisons  qui,  comme  les  roulements,  s'exprimenl 
par  des  relations  différentielles  non  intégrables;  2°  elles  s'appli(juent 
encore  quand,  au  lieu  de  définir  la  position  d'un  système  par  de  véri- 
tables coordonnées,  on  emploie  des  paramètres  liés  aux  coordonnées 
par  des  relations  différentielles  non  intégrables  (').  Nous  nous  pro- 

(  '  )  Voyez  un  opuscule  iulilulé  :  F^es  moin-enients  de  roulement  en  Dynamique. 
que  nous  avons  publié  en  1899,  cliez  Carré  et  Naud  (Collection  Scientia).  On  doii 
ajouter  à  la  bibliographie  placée  en  lèle  de  cet  Opuscule  un  article  de  l'KniiKii- 
{Çiiarterly  Journal  of  iMalltcmatics,  1871-1873). 


posons,  dans  le  présent  Mémoire,  de  développer  des  applications  de 
cette  théorie.  Nous  commencerons  par  rappeler  rapidement  comment 
(111  obtient  les  nouvelles  é(|uations. 

I.  Imaginons  un  système  malériol  assujetti  à  deux  sortes  de  liai- 
sons, A  et  B. 

A.  Soient  dabord  des  liaisons  exprimables  par  des  relations  en 
termes  finis  entre  les  coordonnées  des  divers  points  :  en  vertu  de  ces 
liaisons,  les  coordonnées  x,  v,  z  d'un  point  quelconque  m  du  système 
peuvent  être  exprimées  en  fonction  de  h  paramètres  indépendants  y,, 
y^'  ...,»//,  et  du  temps  /  : 

■'-•=/('7n  y. y/,-  'V 

r  =  ?(yM  y-. y/,.  />- 

r  =  'I/(y,,  q,,  ...,  7,,.  /). 

In  déplacement  virtuel,  compatible  avec  ces  liaisons,  est  délini  par 
les  relations 

ôf      N  <)f      N  ôf       . 


l'I  le  déplacement  réel  pendaiil  le  lemj)s  dl  est  défini  par  les  relations 

\  dz  =^^dq,  4-  ^dq,+...^  d^/^'J'--^  57'''- 

Si  ces  liaisons  cxislalftil  seules,  le  système  serait  ce  <|ii('  llerl/ 
apjjelle,  dans  le  Iroisième  \uiiiine  de  ses  (Hùivres,  i/n  wsti'/iir 
liiilonoiiir. 


SI  H     LNK     lOllMi;     NOrVEI.l.K     IIKS     lOOLWTIONS     IiK     l,.\     li^  N\.M  Kjl  E .  J 

1>.    Sii|>|)(is()iis  iiiaiiil<-iiaiil  (inruM'c  les  paraiin'lrcs  y,,  y.,  ....  cy^,. 

(luisoiil  de  vrrilaljloscoonluiiiK'fSji'l  d'aulrL-s  paraiiirlrcs  y/, . ,  ,y/,  ^j, 

y/j^,,   au  iioiiihro  tic  .v,  on  l'ialjlisso  dos  rclaliuiis  diUéiciilielles  non 
intc'^ialilrs  au  noudji'o  di-  /*     v,  <[ue  nous  écrirons  coinnu;  il  suil.  Los 

vaiialions  \irluoilos  oy,,  oy , 'îy/,.,  «les  ancionsol  nouvoaux  |>ara- 

niôlros  doivcnl  olri'  lires  par/^  iclalions  do  la  roriu(; 

A,,  cy,  -+-  A,,,  cy,4-...4- A,/,,,oyyi,,=  o, 
.^ ,  A , ,  oy ,  -+-  A , ,  oy ,  -h  . . .  +  .\  ,;,^,-  oy^,^,  =  o, 

/ :-^ ; • 

l   A/„  '.y,  ■+-  A,,.  r.q..  h-  ...  -h  A^,/,^,  oy,,+,  =  o, 

cl  les  variations  réelles  des  mêmes  paramètres,  pcndaul  riulorvallc  de 
temps  dl,  doivent  être  liées  par  Icsyo  relations 


14) 


A  , ,  <h} ,  -f-  A , ,  ihj.,  -r- . . .  -h  A , /,+,  dq,,^,  4--  A ,  dl  -^  o, 
A  o ,  d<i  I  -h  A . ...  ^/y ,,  -H . . .  4-  A .../,+,  «-/y/,^  j  -+-  A ,  f//  =  o , 

A/>i  '/y.  +  -V„  dq.,-\-..  .-f-  \,.h+,dqh,s-r-  Apdl  —  o. 


Dans  ces  relations,  les  coelficionls  A,^,  A,  sont  des  fonctions  de  y,, 
(/aj  •  ■  -^'l/i+si  t-  Si  ces  ^relations (3)  et  (4)  sont  exactement  au  nombre 
des  nouvoaux  paramètres  introduits  y/,+,,  y^+si  •  •  •■,  ^Jhsip^  ■^)i  elles 
doivent  être  considérées  comme  servant  de  définition  aux  nouveaux 
paramètres  introduits  et  n'imposent  aucune  liaison  nouvelle  au  sys- 
tème; si  le  nombre  p  des  relations  (3)  et  (1)  est  supérieur  à  .v,  ces 
relations  servent  de  définition  aux  nouveaux  paramètres  et,  en  même 
temps,  imposent  au  système  p  —  ■'i  liaisons  nouvelles,  puisque,  par 
l'élimination  de  oq^.,,  oy/,+2,  ...,  %*+,  entre  les  p  relations  (3),  ou 
obtiendrait  alors  yo  —  .y  relations  entre  oy,,  oq.,,  ...,^q/^.  Comme  une 
au  moins  de  ces  //  variations  doit  être  arbitraire,  p  —  s  est  au  plus  égal 
à  A  —  I . 

11  peut  se  faire,  bien  entendu,  qu'il  n'y  ail  pas  inlorél  à  introduire 
de  nouveaux  paramètres  autres  que  y,,  y^,  . . .,  y/,;  alors  .y  =  o. 

2.   Ext'nipli'.  —  l'our  montrer  sur  un  oxonq)lo  simple  conimcnl  il 


s  r.     APPEI.!.. 

tiuil  comprendre  rinlroduction  de  ces  nouvelles  liaisons  et  de  ces 
nouveaux  paramètres,  considérons  une  sphère  solide  homogène  de 
rayon  a  assujettie  d'abord  à  toucher  un  plan  fixe  ÇOy].  La  position  de 
cette  sphère  dépend  de  cinq  paramètres  qui  sont  les  coordonnées  ^  et  r, 
de  son  centre  de  p:ravité(j  et  les  trois  an<,des  d'Euler,  0,  o,  j/,  que  font  des 
.i\es  (l.j;,^-,  3  invariablement  liés  à  la  sphère  avec  trois  axes (î.r,,V|,  -,, 
jiarallèles  aux  axes  fixes  OHy]l.  Le  X.  du  point  (.«  est  constant  et  égal 
à  a.  Ces  cinq  paramètres  sont  de  véritables  coordonnées  dont  les 
valeurs  numériques  détorniinont  la  position  do  la  sphère  ;  ils  jouent  lé 
rôle  de  y,,  //,,  ....  q,,. 

Désignons  par  p,^  q,,  /•,  les  composantes  de  la  rotation  instantanée 
de  la  spiière  suivant  les  axes  G.r,,^',,  z^  ;  on  a,  d'après  des  formules 
connues  (voyez  mon  Tioitr  de  Mccanlfiiir.  t.  II.  y.  2J7), 

p^  =  0'  cos  -h  -)-  o'  siii  0  siii  .J/, 
q  ^^  0'  sin  -h  —  o'  sin  0  cos  i, 
7'i  =  'l'-i-  o'cosO. 

Cela  posé,  assujettissons  la  spiièrc  à  rouler  sur  le  plan;  cette  con- 
dition s'exprime  en  écrivant  que  la  vitesse  du  point  matériel  de  la 
sphère  qui  touche  le  plan  est  nulle 

en  même  temps,  introduisons  trois  nouveaux  paramètres  X,  ul,  v,  dont 
les  variations  réelles,  pendant  le  temps  rit,  sont  définies  par 

r/A  =  p^  lU.  (hj.  =  q,  (II.  (hi  =  /•,  dl. 

Nous  aurons,  dajirès  les  valeurs  de/»,,  y,,  /•,  les  cinq  équations 
suivantes  : 

d I.  —  dh  cos  !/  —  tlz)  sin  0  sin  '^  =:  o, 

du.  —  dh  sin  .{/  -h  d-j  sin  0  cosji  =  n, 

(  4' )  [  d'j  —  f/}  —  c/o  cos  0  =  0, 

^/;  —  a  da  —  o, 

df]  -i-  nd7.  =  o, 


si:n   iNE   roinin:  Norvicr.i.K  uns  icquations  de  r.\   dynamique.       i) 

(loiil  liuis  scr\i'iil  lie  (li'liiiitlnii  ;mi\  lrf)is  iioiivciiux  |i;ii  iimrli'cs  cl  l(^s 
(l('ii\  iuilrcs  ;iux  nouvelles  liiiis(His.  I.cs  variations  \iiliifilcs  des  anciens 
cl  (les  nouveaux  parainèlrcs  seront,  de  niènic,  liées  par  les  ein(| 
l'claliiiiis 

IoX  —  oO  eos  '^  —  i-j  siii  0  sin  •]/  =  o. 
oa  —  oO  sin  •{/  -i-  oo  sin  0  cos  '^  =:  o, 
\j  )  .  ov  ^  oj/  —  0^  eos  0  =  o, 

o;  —  a  ou.  =  o, 
07]  +  «oX  —  o. 

Os  relations  jouent,  dans  cet  exemple,  le  rôle  des  relations  (3) 
et  (  ^  ).  Les  paramètres  A,  a,  v  jouent  le  rôle  de  «/a^,,  (/a+j,  ...,  <//,+,. 
Les  nombres  //,  5  et  /j  sont  respectivement  ;"),  3  et  5. 

l{(!vcnons  maintenant  à  la  tliéoric  ffcnérale. 

."».  l'oui-  nliieiiii-  les  écpialions  du  mouvement,  désignons  par  //  la 
difl'érence  positive 

H  =  h  -\-  s  — p. 

Les  variations  ôy,,  oq.^,  . . .,  oq^+s,  au  nombre  de  n-hp,  étant  liées 
par  les  p  relations  linéaires  et  homogènes  (3),  on  peut  regarder 
n  d'entre  elles  comme  arbitraires  et  les  p  autres  comme  des  fondions 
de  celles-là,  définies  par  les  relations  (.3). 

Ces  variations  arbitraires  peuvent  élrc  choisies  aussi  bien  parmi  les 
variations  des  coordonnées  q,,  q..,  . ..,  q,^  que  parmi  les  variations  des 
nouveaux  paramètres  5-^^,,  q/,+2j  ■••?  V/i+c 

Pour  fixer  les  idées,  nous  regarderons  oq,,  oy.j,  ...,  èq„  comme 
arbitraires;  nous  aurons  alors,  en  résolvant  les  équations  (3)  par  rap- 
port à  07,,+  ,.  «7,,^,,  . . .,  o<7„^^,  (n  +  p  =  1,  ^  s), 


{">) 


<>qn+\  =  «1  oq,  -\-  OL..Cq.,-h.  ■  .-h  a„  0<7„, 

h"^i  =?,'>/.  ^-  %  '>/.  +  ...  +  ?„  07,,, 


%"+P  =  ^.  '5?.  +  A^  'îys  +  •  •  •  +  \,  Oq„  ; 
Journ.  de  A/al/i.  (i-  sijrie),  lomc  VI.  —  l'jsc.  I.  Kjno. 


r.    ArpELi. 


1rs  «'(nialioiis  (  {)  résolues  par  rapport  à  ^/7„+,,  flq,,   ,•  •  •  ■>  '^^^lr.+i>  fl'^n- 
IHMlt  (lo  iiuMno 

;    df^„^_^  =  a,  dq^  -l-  a.  </</^,  -t- . . .  -f-  a„  (^///„  +  a  ^//, 

"•'        , ■-■ 

'    dqn-^p  =  f-i  ffq,  -h'f,'fq,-h...-h  A,,  //q„  -+-  >.  f//. 

Ccv'i  posé,  le  principe  flo  (rAleinl)Cil,  combiné  aMc  le  ihéorème  du 
liavail  virhiel,  donne  pour  lécjualion  générale  du  nniuvenienl  du 
svslèiue 

(7.)     2  '»(''"^''  -+-}'"  V'  '^  z"  oz)  =  V  (\o,,-H-  Yo>-  4-  Zor  ). 

Dans  celle  éfjualion,  m  désigne  la  masse  du  point  de  coordounérs 
./•,  1',  c;  x",  y",  z"  les  dérivées  lolales  deuxièmes  de  ./;,  y,  z  par  rap- 
port au  temps;  \,  Y,  Z  les  projections  de  la  force  appliquée  au  point 
X,  \',  z.  Les  déplacements  àr,  oy,  oz  sont  les  déplacements  compa- 
tibles avec  les  liaisons  à  l'instant  /.  Si  les  liaisons  ont  lieu  .sans  frolti'- 
nteiit,  les  forces  de  liaison  s'éliminent  dans  la  relation  (7),  car,  sous 
celle  réserve,  les  travaux  des  forces  de  liaison  ont  une  somme  nulle 
pour  tous  les  déplacements  virtuels  compatibles  avec  les  liaisons. 

Les  expressions  de  ox,  ov,  Zz  sont  fournies  par  les  relations  (i),  où 
les  ^y,,  Oi^j,  . . .,  oqi,  vérifient  les  écpnitions  (3).  Va\  remplaçant  cq„^,. 
oq„^.,,  . . .,  'iq,i^p  pai"  leurs  expressions  (5  ),  ou  a.  |)our  c./-.  or.  or,  d<'< 
expressions  di*  la  forme 

i    c.r  =  a,  oy ,  -h  o.,  oz/o  -+- . .  .-h  a„  r,q„. 

(8)  I  ov  =  //,  oy,  -I-  h.,,  oy.  -f-. . .  -h  /'„  oy„. 

(   oz  =  c,  oq,  ■+-  r.,  Iq.^  h-.  .  .-i-  f,,  c,q„. 

Ue  mènn\  en  rem[)laçant  dans  les  e\[)ressious  de  dx,  dy\  dz  les 
quantités  dq„^,,  <tqn*-x i^q<i*p  l'ii'"  ''"'"'■■^  valeurs  (G\  on  a,  pour  le 

di'ijlacemi'ul  ré(.'l, 

.   dx  —  a  y  dq^  -\-  a,  dq.,  -f- . . .  4-  a,,  dq„  -f-  a  dt, 

(p)  <   dy  ~  /',  dq,  ■+■  b.j  dqj  +.  ..-h  h„  dq„  ■+-  h  dt. 

{  dz  —  r,  dq,  -+-  r.j  dq.^  -H.  .  .  -!-  '"„  dq„  -\-  C  <//, 


Sin     UNE     lUllME     NOLVKI.LE     DKS     KOIATIONS     DE     I.  \     KVNAMIiU  E.        1  I 

OÙ 

«,,       r/j,       ...,       r/„,       (l,  ...,  <\,       f.^,       ...,       r',,,       r 

sont  (les  foiiclions  de  y,,  y. (/„.,,  ol  /. 

(^fci  poso,  en  rciiiplariiiil  dans  rr(|iiali<>n  (~)o.r,cy,  oz  par  li'iii- 
(>vprcssions  (^'),  <>n  a  uni'  ('■i|nali<)ii  di'  la  foiiin' 

l'i  '^y.  +  l'j  oy.  -H. . .-+-  \\,ot/„    -  <>),  0*7 ,  -f-  <^).  oy.H-  . . .  f-  <,)„^y„, 

qui  doit  avoir  lien  (|uc'ls  (|uc  soient  cy,,  oy._,.  ....  oy„:  dli- se  d/'CMin- 
posc  donc  on  n  i''(jiialions 

(10)  I',  =  <,>,,        1\.  =  Q. l*«=Q«, 

(  pi  i.  jointes  aux  />  é(pialions(G  ).  (Jc'linissenl  li's  para  nié  Irt.'s  y,,  y^.  ..., 
y,,^,^  en  fonction  de  /.  Dans  ces  éfjnations,  les  deuxiènios  membres  se 
calculent  comme  dans  les  écpiations  de  La^ran^i' 

(Juanl  aii\  premiers  mend)res,  on  peut  li's  calcuhîr  comme  il  suit. 
Prenons  1*,.  (  )n  a 

1',  =  !///.(./;"«,  +y"l>,  -+-  z"<-,); 

or  les  expressions  (9)  s'écrivent  en  divisant  par  dt  et  désignant  |jar 
.f',  y,  z',  y',,  f/,,  ...,  q\^  les  dérivées  de  j;,  y,  z,  y,,  q.^,  ...,  y„  par 
rapport  à  / 

/   x'  =  a,  y',  +  a.,f/..  +  . . .-+-  a„r/'^^  -t-  a, 

(11)  >-'  =  h, y;  -+-  l>-q',-h...-i-b„q„  +  i, 
(    3'=  C|y', -1- c^y!,-!-. .  .-t- c„y;, -f- c; 

prenons  les  dérivées  totales  de  ces  expressions  par  rapport  au  temps; 
nous  aurons 


^=«.y.  +  «,y,  +  ...+  «„y„  +  (^^y.  +  ...+  -^y„.^,+  ^)y, 
\'^/  \y"=  l>,q\-h  h.^ql-i-...-h  b„ql-h.... 


-h..., 


c.9',  +  '\>î,-^-----t-c„y„  +...; 


12  P.     APl'EM.. 

mais  alors  on  a  ('vidoninicnl 

dx'  ,         ôy"  dz" 

àqy  d>],  àq, 

l/("X|irossion  de  V ,  socrit  donc 
et  <'n  posant 

S  ^  ^  2  "'  (■*■"' + /"  -^-  -"'  )' 

on  a 

On  ohlicnl  do  nic-mc  1%,  ...,  P,,  cl  les  équations  du  niouveuicnl 
sont  llnaleniont 

(.■\\  -^-O  — -O  — -O 

Telle  est  la  loinie  d'équations  (]ue  nous  avions  en  vue.  Pour  éerin- 
ces  équations,  il  faut  calculer  les  fonctions 

où  .1  est  laccéléralion  absolue  du  point  /«,  fonction  qui  esl  conq)Osce 
avec  les  accélérations  comme  la  demi-force  vive  Test  avec  les  vitesses. 

11  faut  exprimer  celle  fonction  S  à  l'aide  des  paramètres  ^r,,  //o 

fj„^p  cl  de  leurs  dérivées  premières  cl  dcnxièmcs,  en  ayanl  soin  de  ne 
laisser  subsister  dans  la  fonction  (|ue  les  dérivées  deuxièmes ly,.  y,,  ..., 
y^^  des  paramètres  regardés  coiuuk'  indépendants;  cela  est  toujours 
possiI)li',  car  à  l'aide  des  relations  ((i)  on  peut  toujours  exprimer,  par 
dérivation,  y^,^,,  y„^.,,  •  •  -,  y„^^  c»  fonction  linéaire  de  y,,  y!!,  ....  y,,. 
I.a  fonction  S  étant  ainsi  calculée,  on  écrit  les  n  équations  (i:i')(pii, 
jointes  aux  p  relations  (6),  déterminent  les  n  -t-  p  parauM'-trcs 

'h-'l^ 'In.r 

•Ml  fnuftinn  d"'  I. 


Slll     VMC     lOllMK     NOl  \  KI.I.IC     LES     liQLATlONS     IiIC     I,A     IiINAMIoLK.        I  î 

l.a  foiiclioli  s  est  du  deuxième  dcj^^ié  ou  y,,  y  i  ■••?  <l„-  "  sullil 
cvideininenl  de  calculer  dans  S  les  termes  coiilenaiil  les  dérivées 
secoiuies  des  paraiiièlies,  car  les  autres  uo  donnent  i-ien  quand  on 
IU'cimI  les  ({(''rixées  |i;irlielles  |iiir  i'a|i|)()it  à  yj,  y.,,  .  ..,  y,^. 

On  |)eul  remarquer,  d'après  les  forriiidcs  (i  i)  et  (  l 'j  ),  que  si  Ton 
forme  la  demi-force  vive 

T=  ;  y] /"(•'■'* +JK''+ -'■)' 

les  coeflieieuls  des  termes  du  deuxième  de^ré  en  y,,  y',,  . . .,  y^,  dans  T 
sont  i(lenti([ues  aux  coefficients  des  termes  du  deuxième  de<^ré  en  y,, 
'Zâ»  •••)  y»  dans  S.  Dans  cette  fonction  S,  les  coefficients  des  termes 
du  deuxième  degré  en  yj,  y.'.,  ...,  y,',  dépendent  des  paramètres  y,, 
^lii  ••■1  'lii+p  *-'l  du  temps;  ceux  des  termes  du  premier  dcjifré  en  y,, 
yl,  ••.,  q'n  contiennent  en  outre,  au  second  degré,  les  dérivées  pre- 
mières y',,  y!.,  ...,y'„,,,. 

i.  Application  au  nwincnicnt  plan  d'un  point  niatrrici  en 
coordonnées  polaires.  —  Soient  /'et  0  les  coordonnées  polaires  d  un 
point  (x-,  y^  de  masse  m.  On  a 

X  =  /-cosO,         y  =  /sinO, 
S=  ^(,x-'--f-/'^)=.  ^f(/-"-  /•0'^')^  +  (rO'+  2/-'0')^']. 

Kn  appi'laut  V  la  composante  de  la  force  appliquée  \,  Y,  suivant  la 
perpendiculaire  au  rayon  vecteur  et  R  sa  composante,  suivant  le 
rayon  vecteur,  on  voit  immédiatement  que  le  travail  \ir(uel 

Xox  +  Yoy 
de  la  foret;  est 

P/oO  +  llo/-. 

Les  équations  de  mouvement  sont  donc 

OS        ,1  ()S         „ 

c/0"  '  Or  ' 
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MM 

w/(/-0'-+-  v./-0')  =  Pr,  mil"  —  rOM  =  H- 

Hi'inaniur.  —  Dans  S.  la  <|uantil(' 

rO  -t-ar'O' 

admet  un  facli-iir  iiiléyrinit  /•.  Introduisons  alors,  à  la  place  di-  0,  nu 
paramèlre  A  dont  la  variation  réollo  est  définie  par 

rA  =  /"  r/0 
l'I  la  vaiiation  virtuelle  par 

\ou<  aurnus 

A'  =  1-  0',         A"  =  r(rO"  +  2 /•' 0  )  ; 
doue 

nx  -4-  Y  ^/  =  -  (iA  H-  U  0/-, 
et  les  éfjuallons  du  inouveiuent  s'écrivent 

dS    _  r>  ^    _  £. 

la  seconde  est 

Si  1'  est  nul,  A'  est  conslanl,  ce  (jui  donne  le  théorème  des  ciires. 

îi.  Systèmes.  —  Thkorkme  analogue  au  théorème  de  Kœnig.  — 
Soient,  dans  un  svsième,  r,  j-,  r  les  coordonnées  absolues  d'nn  point  m, 
^,rj,  "C  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  (i,et  .c,,  )•,.  z,  les  coordon- 
nées relatives  du  même  point,  par  rapport  à  des  axes  (  i; ,,  i,,  z^,  paral- 
lèles an\  axes  fixes  cl  menés  par  (i.  Appelons  .1,,  l'aeeélération  al>si)lu<- 
du  point  (î 
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J,  racci'.'Iéliilioli  ii'hilivf  (lu  poiiil  ///,  jtar  iaji|iorl  aii\  axes  G,  x,  y,,  r, 
Désignons  cnlin  pai  \l  la  masse  lolalc  dn  s\sli"'me.  On  a 


—  ç 


J  =  •'i  -^-  /. 


y  =ft  +/.> 


x"  =  l"  +  x] 
(laliuloris  ainrs  la  l'oiuiioii 

S=  ~Lm.]-=  -^l/n(.c"-  -^ y"'  +  z"-  ), 

<Mi  rcniai'([iianl  ([uc, 

(!"lanl  nuls,  on  a  aussi 

Z/nx[  =  ^'i'yl  =  lf/iz]  =  o\ 
nous  avons 

ce  (|uo  nous  écrirons 

(.4)  s=^MJ;-f-S,. 

On  a  ainsi  un  llu^orcnic  analogue  au  llK'orcnic'  de  Kicni}^  pour  la 
force  vive. 

G.  Application  à  un  corps  solidr  qui  se  meut  parallèirnirnt  à  un 
plan  Ji ic.  —  Prenons  comme  plan  de  la  figure  le  plan  fie  la  courlie 
décrilc  par  le  cenLre  de  gravité.  Soient,  dans  ce  plan,  deux  axes 
fixes  Ox  et  O  j-,  ;  el  ïj  les  coordonnées  de  G.  Il  suffit  évidemment  de 
connaître  le  mouvement  de  la  figure  plane  (P),  section  du  corps  par 
le  plan  xOy.  Appelons  alors  0  l'angle  cpie  fait  avec  0.r  un  rayon  (1 A 
invariahlemenl  lié  à  celle  figure  plane  (P),  et  MA-  le  moment  d'inerlii- 
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<lii   corps  [>ar   rappoil  à  l'axe   mené  par  (i  piMpendiciilaiicnioiil  au 
plan  xO^■. 

Le  niou\oinonl  du  C()i[is  autour  du  conlre  de  itravitc  d  est  une  rola- 
lion  autour  dun  axe  fixe  dans  le  corps,  la  vilesse  ant^ulaire  de  rota- 
tion étant  0'.  On  a  donc,  pour  la  fonction  S,  calculée  dans  le  mouve- 
ment tlu  corps  autour  de  (i 


Donc 


S,  = '11^(0- +  0'). 


S  =  A[^^.+  ^=  +  A.O"^+...|, 


où  il   est   inutile   décrire   les   termes   ne  contenant  ])as  les  dérivées 
secondes. 

D'autre  ])art,  si  l'on  appelle  X„,  ¥„  les  projections  de  la  résullanti- 
générale  des  forces  appliquées,  et  N„  la  somme  des  moments  de  ces 
forces  par  rapport  à  l'axe  mené  par  G  perpendiculairement  au  plan 
;r  Oy,  on  a 

2 (X  o.r  4-  Y  or  +  Z  ô,-)  =  X„  ol  +  Y„  or,  +  N„  oO. 

Le  corps  n'étant  supposé  soumis  à  aucune  autre  liaison,  les  para- 
mètres ^,  r;.  0  sont  indépendants  et  les  érpiations  de  mouvement  sont 

Mr  =  X„,         Mri'  =  \\,         MA-0  =N„. 

On  retrouve  ainsi  les  éipialions  (|ue  donnent  immédiatement  les 
théorèmes  généraux. 

Supposons  que  Je  corps  soit  assujetti  à  une  nouvelle  liaison,  ipie 
celle  liaison  soit  exprimée  par  une  relation  en  termes  finis 

/(;.r,.0. /)  =  ... 

ou  par  une  relation  (lilléreMliclie 

A  (/"c  +  1?  (fr,  -h  C  (f()  -+-  V)  ,lt  =  o, 
A  0^  -f-  B  OY)  -f-  C  oO  =  o, 
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A,  H,  C,  I)  (Haiildrs  foiiclioiisdo  ;,  T^,  0,  /.  On  ])oiiiTa  alors  exprimer  r/' 
en  loiiclioii  tic  E"  cl  0  "  par  exemple,  oï]  en  fonction  de  o;  et  oO  ;  par  suite, 
cidcwlcr  S  en  fonction  de  ^"  et  0",  rendre  S(\oj; -t- Y  o/ 4- Z03) 

lini-aiii'  cl  liomogcnc  en  0;  et  oO,  puis  égaler  ^  au  coefficient  de  ■$; 
el-TT7,  à  celui  de  oO. 

7.  Application  à  un  corps  solide  mobile  autour  d'un  point  fixe.  — 
Commençons  par  calculer  la  fonction  S  pour  un  corps  solide  mobile  au- 
tour d'un  point  li\e  O,  en  nous  plaçant  dans  le  cas  le  plus  général.  Il 
sulTiia  riisullc  pDurcliaque  exemple  particulier,  d'employer  celte  fonc- 
tion S  calculée  une  fois  pour  toutes. 

Rapportons  le  mouvement  du  corps  à  un  trièdre  Irireclangle  Oxyz, 
d'origine  O,  animé  d'un  mouvement  connu.  Soient  £2  la  rotation 
instantanée  de  ce  trièdre,  P,  (^,  R  les  composantes  de  cette  rotation 
suivant  les  arêtes  Ox,  Oy,  0-;  soient  de  même  to  la  rotation  instan- 
tanée absolue  du  corps  solide,  p,  «7,  /•  ses  composantes  suivant  les 
axesOx)'-.  Une  molécule  m  du  corps  de  coordonnées  x,  y,  z  possède 
une  vitesse  absolue  v  de  projections 

j  v^=^qz-ry, 
(i5)  v,.  =  rx-pz, 

\  ^'z  =py-  qx  ; 

celte  molécule  possède  une  accélération  absolue  J  ayant  pour  projec- 
tions 

06)  {,1,  =  ^+Rr,-Pi„ 

ces  formules  s'écrivent  immédiatement  si  l'on  remarque  que  l'accélé- 
ration J  est  la  vitesse  absolue  du  point  géométrique  ayant  pour  coor- 
données ('.r,  ty,  Cj  par  rapport  aux  axes  mobiles  Oxyz. 

Jotirn.  de  Math,  (j"  série),  tome  VI.  —  Fasc.  I,  1900.  i 
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Ola  posé,  on  a 

dv^  dz  fly 

p  ,  g',  r'  désignant  les  dérivées  de  p,  q,  r  ymv  rapport  nu  temps.  Les 

(|uantités  -^5  -^j  -^  sont  les  projections  sur  0.r,  O^',  Or  de  la  vitesse 

relative  (>  de  la  molécule  m  par  rapport  à  ces  axes  :  si  l'on  appelle  >, 
la  vitesse  d'entrainenienl  de  cette  même  molécule,  on  a 

("est-à-dirc 

On  a  de  même,  en  permutant,-^  et  -^-  D'après  cela,  les  expres- 
sions (i6)  de  J.r,  .1,)  K  prennent  la  forme  suivante,  où  nf)us  écrivons 
seulement  J^  : 

■lr=q\Xp  -  V)y  -  W  -  Q).rJ  -  ,■  ((;•  -  R)..'  -  (/>  -  I'  )-"  | 
ou  en  ordonnant 

^z\r(p-  !') +;,!{+ r/|. 

On  a  de  même,  en  permutant,  .1,  et  ■]..  Faisant  la  somme  des  carrés, 
on  a  .P,  et  enfin  la  fonction 

,j,  \      -r  > 

Dans  celte  somme  fij^urent  comme  coeflicienls  les  monienls  d'iiierlic 
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Cl  les  produits  d'incrlio 

D  :=  Iniyz,  K  =  Irnzj:,  F  :^  Imxy, 

pai'  rapport  aux  axes  Oxyz.  Ces  six  quantilrs  seront,  en  ^a-néral, 
vaiiahles  avec  le  temps,  puisque  les  axes  O./.;)  ;  se  déplaeent  dans  le 
corps. 

Actuellciiiciil  les  parainclies  sont  les  aiij^les  (pii  li\ent  rorientati<ju 
du  corps  autour  du  point  ():  les  quantités /j,  q,  r  contiennent  les  déri- 
lécs  premières  de  ces  paranièires  par  rap[)ort  au  temps;  le  trièdre 
Oxyz  étant  supposé  animé  d'un  mouvement  connu,  P,  O,  W  doivent 
être  regardés  comme  des  fondions  connues  du  temps;  les  dérivées 
secondes  des  paramètres  ne  ligurent  donc  que  dans  //,  r/\  /•'.  Alors, 
d'après  une  rcman[ue  précédente,  il  suffit  de  calculer  les  termes  de  S 
((ui  dé[)endenl  des  accélérations,  c'est-à-dire  do//,  y',  /•',  car  ces  termes 
seuls  dépendent  des  dérivées  secondes  des  paraiiièlivs. 

l'osons,  pour  abréger, 

(17)     q\\~r()  =  V\.  /•r-/,|{  =  0,.  /,0-fyP=R,, 

et  désignons,  pour  un  moment,  par  a,  h,  <■  les  sommes  I//1.1'.  Iniy-, 
I.niz''.  On  peut  écrire 

/  oS  =  a  \(r/  -  Q,  -  pry  +  (/•  -  K.  ^  pgY  \ 

^.^  J  +  v\(p-  \\  -  rqY  -f-  (q   -  O,  4-  rpr\ 

-■'■^A{f-'-")P'  +  W-^^^P'-){r'-\\,-pq)\ 
~  2E[{r'  -  p^)q'  ^{r  ~  \\^+  qp)(p  -V  ^  -.  rjr)\ 
1  -  :,V[i:p^-q-)r^^p'  _  P,  -f-  rq){q'  -(),-  rp)\^.... 

Développons  el  ordonnons  par  rapiiorl  à/*'—  J',,  q  ~{)^^  /■'  —  R 
en  remarquant  (pie 

b-\-c  =  A,  r-ha  =  n,  a-\-b  =  C, 

b-c  =  C  -M,         c-a  =  A  —  C,         a  —  b  =  li  —  A; 
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nous  pouvons  écrire,  en  laissant  de  côté  des  termes  indépendants  do />', 

.s  =  A(p'-i\y  +  B(q'-Q,y-^c(7-'-R,y 

-  2D(q'-  Q.)(r'-R.)  -  2E(/-'-  R.)(//  -  1'.) 

^M  ^.[(C-B)qr-D(q^--r-)-Epq  +  Vpr](p'-l\) 

j  +  2[(A _  C) ,p  -E(r--  -p-)-  Vqr+Dqp](q'-q,) 

+  2[(B-A)/?y-F(/^=-ry=)-D//,  +  K/Yy](r'-R,  )  +  .... 

Cette  formule  peut  (''trc  écrite  duiic  t'arou  siiii[ileii  i'aiilc  delà  tonne 
quadratique 

/{j-, y,  z)  =  A.r-  +  Bv'=  h-  Cr-  —  ;>.D/r  —  2E:.r  —  9.V.i:y. 

On  a,  en  effet, 

2S=A;»-l>„,-Q„,'-U,)  +  (y-l>,)(ryg-,|) 

-(.•-Q.K"|-^f»-('-"'K''|-4)--- 

où  '-^,  j^,  ^  sont  les  dérivées  partielles  àc  f( p,  q^  r). 

Remarque.  —  Si  les  axes  Ovyz  aonl/i.res  dans  Ve-spacr,  on  a 

P  =  (^)  =  R  =  o; 

par  suite  P,  =  Q,  =  R,  =  o,  la  fonction  iS  est  alors 


(20) 


2S  =/(/)',  q',  /•')  -f-  (  rq'  -  qr)'^^  -f-  (pi'  -  /y/)îjj 
(  +(7/'-/''7'),77^-••■■ 


i.a  niènie  forme  convient  encore  si  les  axes  sont  y/.ccv^/o/j.v  le  corps, 
car  dans  ce  cas 

P  =  p,  ()  =  y,  |{  =  7-, 


SUn    UNE    FORME    NOUVELLE    DES    EQUATIONS    DE    LA    DYNAMIQUE.       21 

cl  l'on  a  aussi 

P,  =  0.  =  U,  =  o. 

On  voit  que  l'on  rcmonlo  de  l'expression  (20)  de  la  partie  utile  de 
S  dans  ces  deux  cas,  à  celle  de  la  partie  utile  de  S  dans  le  cas  général, 
en  y  remplaçant /)',  </',  r'  par //  —  P, ,  q'  —  (^), ,  /'  —  K, . 

Eqiialions  générales  du  mouvi-mcnl.  —  Prenons  comme  para- 
mètres servant  à  définir  la  suite  des  positions  du  corps  les  (puuilités  "a, 
u.,  V,  dont  les  variations  pendant  le  temps  dl  sont  liées  à  p,  y,  /•  |i;ir 
les  foi'uiules 

(21)  d\  —  p  dl,  dii.  —  (j  dl,  d^j  —  r  dl. 

On  voit  que  d'k,  d^,  dv  sont  les  angles  élémentaires  dont  il  faut 
faire  tourner  le  corps  autour  de  0.r,  Oy,  Oz  pour  l'amener  de  la 
position  actuelle  à  la  position  infiniment  voisine  qu'il  occupe  à  l'in- 
stant /-h  dl.  Nous  appellerons  de  même  5X,  opi,  Sv  les  variations  vir- 
tuelles qu'il  faudrait  donner  à  X,  tx,  v  pour  amener  le  corps  de  la  posi- 
tion actuelle  à  une  position  infiniment  voisine  quelconque. 

Dans  ces  conditions,  la  somme  des  travaux  virtuels  fies  forces  appli- 
quées 

I(X  ox-  -1-  Y  oy  -hZ cz) 
prend  la  l'orme 

L  oX  4-  M  otx  -f-  N  5v, 

où  L,  M,  N  sont  respectivement  les  sommes  des  moments  des  forces 
par  rapport  aux  axes  Ox,  Oy,  Oz  :  ainsi  L  est  la  somme  des  moments 
par  rapport  à  Ox,  parce  que  le  déplacement  S(x  =  o,  ov  =  o,  SX  :^  o 
est  une  rotation  autour  de  l'axe  Ox  supposé  fixe. 

D'autre  pari,  les  formules  (21)  donnent,  en  employant  la  nolatioir 
des  dérivées  de  Lagrange, 

p  =  l',  q  =  li.',  7-  =  v', 

p'  =  X",  q'  =  [/.",  /•'  =  V  ". 


La  loiiclion  S  dovient  alors  une  forme  quadi'ali(|ue  de  A',  a',  v'  el  les 
c(|uatioiis  du  niouveiiient  sont 

^,  =  \". 
I^a  première  de  ces  équations  est,  d'après  (19), 


àS        1 

(h" 

ou  encore 

(.2) 

dp'  -  ^' 

àq' 

dr' 

,V(^'_1>,)--F(./-Q.)-K('-1^.) 

(C  —  I3)<7/-  -  D(ry=  -  H)  -  \\pq  -^  V pr  =  I. 


Les  deux  autres  s'ohlieiinent  par  [>ermulalioii  circulaire. 

fimiorquc,  —  On  verrait  (jue  l'introduction  des  paramètres  X,  a,  v 
est  légitime  et  conforme  à  la  théorie  générale  que  nous  venons  d'ex- 
poser, en  montrant  que  ces  paramètres  sont  liés  aux  angles  d'Euler  par 
des  relations  différentielles  linéaires  non  intégrables.  C'est  ce  que  nous 
montrons  en  détail  dans  les  exemples  élémentaires  suivants. 

X.     l'ilKMIÈRE   APPLIC.VTIOX    ÉLÉMENT.KinE.     —     Fonillllcs    (l'EllIcr.    — 

Supposons  le  trièdrc  Oxyz  lié  au  corps  et  formé  d'axes  principaux 
d'inertie.  Alors  la  rotation  instantanée  ù  du  Irièdre  est  ideuli([ue  à 
celle  du  corps  tu  :  ou  a 

1»  =  /,,  Q  =  7,  R  =  /-,  P,  =  o,  (,),  =  <',  lt,  =  o, 

d'où 

2S  =  \p'^  -H  By'^  +  C/-^  4-  2(C  -  \i)qrp 


(2'l) 


2(A  —  C)rpq'  -¥-  2(ii  —  X)pqi'- 


La  position  du  corps  dépend  de  trois  paramètres,  les  trois  angles 
d'LulerO.  c.,  ■]/  du  trièdrc  Oryz  avec  un  Irièdre  fixe;  ou  a.  d'ajirès  de>< 
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fonillllcs   COIIIIIICS  (  '  ), 

I  ^  — 'j/'siii  Osiii  ç.  4- O'cos'p, 
(25)  I  ^  =  ■]/'sinOcos^  —  O'siii  s, 

(    /•=  '^'cosO  +  o'; 

en  (lérivanl  par  rapporl  an  li'iri|)s  cl  r(ii\aiil  sciilcmciil  les  Icniios  en 
0",  ^ ",  ji",  on  a  de  iiièiiu' 

(  /*'=  '■{'"siii  0  siii  ç  +  fy'cosz,  -+- 

(2(>)  \   y'= 'j/"siiiOcos9  —  O'sino  + 

1   /•'  r=  •|"cos  0  +  ^"  •+ 

D'autre  part,  si  l'on  imprime  an  eorps  ini  (li-placi-miMil  virtuel 
ol)tenn  en  faisant  varier  0,  9,  '|  de  oO,  00,  O'},  on  a,  ponr  la  somme  des 
travaux  des  forces  appliquées, 

2i ( X  ox  -+-  Y  cv  -4-  Z  or)  =  0  rj)  +  (I)  .:^  +  ir  ,>!,. 
J>es  é(|ualions  du  mouvement  sont  alors 

(^-:>  §=«.      |.=*.      f=^-- 

l'écrivons  l'écpialion  relative  à  z,".  Comme  /'  seul  contient  o' .  on  a 
évidemment 

àS  dS   dr'         f^    ,  ,j  . 

car  ^  =  t.  La  deuxième  des  érpiations  (27)  est  donc 

(;/•'+ (B  -  A)/>9r  =  $; 
c'est  une  des  équations  d'Iùder. 

(')  Voyez,  par  exemple,  mon  Traité  de  Mécanique,  t.  Il,  Ciiap.  XX. 
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Los  deux  autres  équations  (27)  ne  donnent  pas  iiniuédiatoment  les 
deux  autres  ('•([uations  d'HuIer. 

Mais  nous  pouvons  procéder  aulrciuenl  dune  façon  beaucoup  j)lus 
symétrique,  grâce  à  ce  fait  que  la  nouvelle  forme  d'équations  s'ap- 
plique à  des  paramètres  qui  ne  sont  pas  de  véritables  coordonnées, 
mais  qui  sont  liés  aux  paramètres  0,  ç,  <]/  par  des  relations  difTéren- 
lielles  non  intéf^rables.  Introduisons  alors  trois  nouveaux  paramètres  A, 
UL,  v,dont  les  variations  virtuelles  sont  liées  à  ûO,  0^,  o|  par  les  for- 
mules 

oA  =  sin  0  sin  ^  0'|  -1-  coso  oO, 

oijL  ^  sin  0  cos  ^  0'\i  —  sin  ^  oO, 

OV  =  COSOO'I'  -f-  00. 

Nous  pouvons  considérer  oX,  Sa,  ov  comme  indépendants  et  oO,  Ô^, 
O']/  comme  donnés  en  fonction  de  OA,  ou.,  ov  par  les  équations  ci- 
dessus.  Dans  ces  conditions,  la  somme  des  travaux  virtuels  des  forces 
appliquées  prend  la  forme 

I( X  ox  4-  Y  o>'  H-  Z  0:; )  —  L  oX  -f-  M  ôa  -f-  N  ov, 

L,  M,  N  désignant  les  sommes  des  moments  des  forces  par  rapport  aux 
axes  Ox,  Oy,  O:;  ;  en  elTot,  ûX,  oix,  Sv  sont  les  angles  infiniment  petits 
dont  il  faut  faire  tourner  le  corps  autour  de  0.r,  Oy,  O  ::  pour  l'amener 
de  la  position  actuelle  à  une  position  infiniment  voisine.  Le  déplace- 
ment obtenu  en  faisant  âfx  =  0,  Sv  =  o  est  donc  une  rotation  autour 
de  Ox,  et  l'on  a,  pour  expression  du  travail  virtuel,  LSX,  L  étant  la 
somme  des  moments  des  forces  par  rapport  à  Ox. 
Le  déplacement  réel  est  donné  par 

f/>,  =  sin  Osin^f/'l -t- C0S9  6^0,      ..., 

ou,  en  divisant  par  df, 

^  =  X'  =  sin 0  sin  cp  'l''  H"  cos^  0', 
y  =  [x'=  sinO  cosç  '])'  —  sin^O', 
r  =  v'  =cosOi}>'-f  (f'. 
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On  fil  liio 

//=K",  <7'=u-",  /■'=•/'. 

La  loiiction  2S,  donnée  par  la  lorniulo  ('^1),  l'sl  alors  exprimée  en 
t'oiielioii  lie  A",  a",  v"  cl  Ii-s  (''(pialions  du  iiiDuvcniciil  sont 

OS)  j  06   .  I  OS^  ^ 

01"         '''  J|x'       '    '         0'"  ~      ' 

ou  encore,  |)uis(pie  A",  a",  v"  sont  éj;aii\  à/^',  y',  /■', 
OS  I  OS  Yi  '-'S  Y 

Ce  sont  là  les  trois  écpiatioiis  d'l''ider 

A/y  +  (C  ^  B)^/--=L, 

î).  Deuxième  application  élémentaire.  --  Supposons  ni.Tintenant 
(pie  l'ellipsoïde  d'inertie  relatif  au  point  fixe  O  soit  de  révolution; 
prenons  comme  axe  Oz  Taxe  de  révolution  et  comme  axes  Ox-  et  O^ 
deux  axes  mobiles  à  la  fois  dans  le  corps  et  dansTespacc,  définis  comme 
il  suit.  Soient  Ox,,  Oy,  Oz,  trois  axes  fixes  :  Taxe  O^'  sera  perpen- 
diculaire au  plan  zOz,  et  Taxe  Ox  perpendiculaire  au  plan  j'O;. 
L'anj^le  0  est  alors  l'angle  ;:,  O-,  •}  l'angle  x,Oy.  La  rotation  instan- 
tanée ù  du   trièdre  Oxyz  est  la  résultante  de  deux  rotations,  l'iine 

—  =  D'autour  de  Oy,  l'autre  -ry  =  ']^'  autour  de  Oj,  ;  les  composantes 

de  cette  rotation,  suivant  Ox,  Ov,  Oz,  sont  donc 

(28)  P  =  -|'sinO,         Q  =  0',         R  =  ']/'cosO. 

Une  fois  le  trièdre  Oxyz  placé,  il  faut  définir  la  position  du  solide 
par  rapport  à  ce  trièdre;  pour  cela,  il  suffit  de  connaître  l'angle  o  (jue 
fait  une  droite  liée  au  corps  dans  le  plan  xOy  avec  Taxe  Oy  :  la  dérivée 

-^  =  ^'  de  cet  angle  mesure  la  rotation  propre  du  corps  autour  de  Or. 

La  rotation  instantanée  o)  du  corps  est  alors  la  résultante  de  la  rola- 

Joiirii.  de  Malli.  ( i*  série),  loiiie  VI.  —  Fasc.  I,  1900.  1 
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lion  12  du  trièdiv  ol  do  la  rotation  propre  ^  autour  de  Or.  On  a  donc, 
pour  les  projections  p,  q,  r  de  w  sur  les  axes  Oxyz, 

(  p  =  V  =  -  f  sin  0,         q  =  ()  =  0'. 

(  /•=  U  4-o'  = 'j/cosO  +  o'. 

On  en  conclut,  en  dérivant  par  rayjporl  à  /, 

/>  =  — '^  sin  0 -t-.  . ..  q' ^  (y\  /•■  =  •|"cosO -t- o"-+-. . .. 

\'M  outre,  iellipsoïdc  d'inerlie  étaiit  de  révolution  autour  de  O;, 

B=  A. 

L'expression  générale  (19)  de  S  devient  actuellement,  en  rempla- 
çant P  et  (^  par  p  et  q  et  remarquant  que  D  =  E  =  F  =  o,  puisque 
les  axes  mobiles  sont  des  axes  principaux  d'inertie, 

('5n)         '.S  =  \{p"--h  q-  )  +  Cr--+-2(AU  —  Cr)(pq'  —  qp)  -f- 

Pour  une  variation  oO,  09,  S-p  des  trois  angles,  la  somme  des  ira- 
vaux  des  forces  appliquées  prend  la  forme 

BoO  -f-<l>oç>  +  M"o}; 

comme  le  déplacement  virtuel  obtenu  en  faisant  00  =  o-^  =  o  est  une 
rotation  autour  de  O^',  0  est  la  somme  OK,  des  moments  des  forces 
par  rapport  à  O)';  de  mémo,  $  est  la  somme  OIT^;  des  moments  des 
forces  i)ar  rap[)orl  à  (.);  et  ^'  la  somme  OIL.^  des  forces  par  rapport 
à  Or,. 

Cela  posé,  écrivons  les  é(|uaLions 

^=0         -^=<I.         i^^-=M- 

Nous  avons 

A<7'h-/)(  Ail  —  C/")  =  .m,.. 

—  A//sin  0  -f-  Cr'cosO  -h  ry(Al{  —  C/-)sin  0  =  .iR.,. 
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La  Iroisiôme  équation  se  simplifie  si  Ton  remarque  que,  en  appelant 

.iRj.  la  somiiii'  (les  iiiomonls  par  rapp(Ml  à  Ox,  on  a 

■)\t.  =  OKjCOS  0  —  .Olt^-siii  0. 

Les  termes  on  cos  0  disparaissoiil  alors  dans  la  Iroisicnie  ('-quation, 
(Ml  vcrlii  (le  la  (li'uxiriiio,  (M  l'on  a  linali'mcnt  les  trois  équations 

Ag-(AU-(:/-V/-.m., 


cil 


Ct^o^,. 


On  obtiendrait  ces  étjuations  plus  rapidement,  sous  la  forme  défini- 
tive, en  introduisant,  ainsi  que  nous  l'avons  fait  dans  le  cas  général, 
comme  paramètres  les  trois  (piantilés  X,  a,  v  définies  par  les  relations 

oX  =  —  sinO  o|,  ou  =  oO,  ov  =  cosO  o'i/  -+-  cz>  ; 

d'où,  pour  le  déplacement  réel, 

/)  =  A'  =:  —  si  n  0  y ,  y  =  a'  =  0' ,  /•  =  v'  =  cos  0  'Y  -+-  o', 

p'  =  A",  f/'  =  a  ',  /•'  =  V  ". 

Les  quantités  oA,  oa,  ov  sont  donc  encore  les  rotations  élémentaires 
autour  de  O.r,  Oy,  Oz,  cl  l'on  a 

K  \  0./;  4-  Y  0/  -f-  Z  or  )  =  On.^  oX  -f-  .OK.,.  oa  +  .m^  ov. 

La  l'onction  2S  donnée  par  l'expression  (3o)  s'exprime  alors  immé- 
diatement en  fonction  de  X",  a",  v"  et  les  équations  du  mouvement 

sont 

OS  ')S  OS 

^  =  ;in.^,       -T-^  =  .m,,       -y-i  =  on..., 
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OU.  comme  A"  =  p\  a'  =  q',  v"=  /•'. 

dS        ^  OS  dS 

dp  •'  d'i'  ^'  ôr' 

Ce  sonl  précisémenl  les  trois  équalions  trouvées  |>lus  haut. 

10.  Corp.'i  so/idr  cnlirrcmcril  libre.  —  l'our  un  corps  solide  entiè- 
rement libre,  on  obtient  la  fonction  S  en  a]ipli(|uant  la  formule  (ri) 
analoa^uc  à  celle  de  Konij,»^.  Le  terme  "Liiii],  relatif  au  mouvement  du 
corps  autour  de  son  centre  de  gravité,  sera  donné  par  la  formule  (19) 
tjui  se  rapporte  au  mouvement  d'un  corps  solide  autour  d'un  point 
fixe.  On  a  donc  alors 

S,  désiijnant  la  fonction  (19). 

1 1 .  l'renuère  application.  Corps  homogène  pesant  de  rciolutio/i 
(issi/Jrlti  à  gli.ssrr  sans  frottement  sur  un  plan  horizontal  Jijce.  — 
Imaginons  un  corps  solide  pesant  assujetti  aux  conditions  suivantes: 
1"^  l'ellipsoïde  d'inertie  relatif  au  centre  de  gravité  G  est  de  révolution 
autour  d'un  axe  Gz\  2"  le  corps  touche  un  plan  horizontal  fixe  par  une 
surface  de  révolution  autour  du  même  axe.  Ces  conditions  sonl  rem- 
plies en  particulier  pour  un  solide  liomogène  pesant  de  révolution. 

Représentons  (  fig.  i)  la  méiidieinic  de  la  surface  de  roNolution  par 


laipieljr  l«'  coi-ps   doit    louclier  le   |)laii   li\r.    I,c  plan   lani^enl   m    un 
point  Pde  celte  méridienne  est  peipendiculaiie  an  plan  iiki  ulieu  ;(  il* 
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sur  lequel  il  a  pour  Irace  PQ.  Soient  C  la  distance  (j(^  du  centre  de  }^ia- 
viti'-  au  jilan  tanf^cnt  et  0  l'angle  de  cette  perpendiculaire  CiQ  avec  (>  :  : 

'^  csl  mil'  fdnclidn  ilr  0 

cpii  est  délcrininée  dès  (pic  la  méridienne  est  donnée.  InverseuionU  ou 
peut  se  donner  a />/7or/  la  fonction  /("O)  :  la  surface  correspondaulr  a 
poui-  tui'-ridicnne  nue  courbe  envelof)pe  des  droites  1*T  v(Miliant  celle 
condition.  Il  esl  évident  en  outre  que,  la  méridienne  étant  délerminée. 
la  dislancc  PQ  est  aussi  une  fonction  connue  de  0.  Pour  déterminer 
cette  fonclion,  remarquons  que,  par  rapport  aux  axcs(i./;et  G:;  silués 
dans  le  plan  de  la  méridienne,  la  tangente  PT  a  pour  équalion 

a;sinO  —  rcosO  =/(0). 

La  méridirnnc  étant  renvolo|)pi'  de  celte  droite  ipiand  0  \aiie,  on 
obtient  les  coordonnées  du  [)oinl  de  contact  P,  en  associant  à  l'équa- 
lioii  précédente  sa  dérivée  par  rapport  à  0 

.rcosO  +  jsinO  =/'(()). 

Cette  dernière  ('(pialion  représente  une  droite  passant  par  P  :  cesl 
la  normale  Pli;  sa  distance  au  point  G  est  égale  à  (^P.  (.)n  a  donc 

QP  =  ±:/(0). 

En  outre,  en  résolvant  les  deux  équations  ci-dessus  par  lajiporl  à  x 
et  ::,  on  a  les  coordonnées  de  P. 

.^  (  .t-=/(0)cosO+/(0)sinO, 

^^'^  I  --  =/(0)sin 0-/(0) cosO. 

Ceci  posé,  plaçons  le  solide  sur  un  plan  liorizontal  fixe  ^Or^  sur 
lequel  il  est  assujetti  à  glisser  sans  frottement  (y?^.  2).  Soit  P  le  point 
de  contact,  GQ  la  distance  du  centre  de  gravite  au  plan  :  la  verti- 
cale QGr,  fait  avec  (•  :  un  angle  0  et  Von  a.  d"aprcs  ce  qui  précède, 

GQ  =  r=.A0). 


io  V.     \rPELL. 

Prenons  comme  a\es  fixes  deux  axesO^,  OY)dans  le  plan  horizontal 
et  une  verticale  ascendante  O^;  appelons?,  y;,  Z  les  coordonnées  du 
centre  de  gravité  ("r  par  rapport  à  ces  axes  :  ^  est  la  quantité /"(^O)  que 
nous  venons  de  définir. 

Menons  par  le  centre  de  gravité  (1  trois  axes  de  directions  fixes 
(i.c,^-,  r,  parallèles  aux  axes  fixes  O^r^Z;  l'axe  Gz,  est  la  verticale 
ascendante;  cet  axe  est  seul  représenté  sur  \n  Jîg.  i. 

Prenons,  pour  trièdre  de  référence,  le  trièdre  forme  par  l'axe  de 
révolution  G:;,  par  l'axe  Gx',  perpendiculaire  à  Gs  dans  le  plan 
méridien  l*(i;  du  point  de  contact,  enfin  par  l'axe  G^'  pcrpendicu- 

Fig.  1. 


laire  aux  précédents.  Le  plan  -Ga;csl  vertical;  Taxe  Gy  horizontal. 
ÎNous  appellerons  1  l'angle  de  Gy  avec  une  direction  fixe  du  plan 
horizontal,  Ga;,,  par  exemple.  Dans  ces  conditions,  la  rotation  instan- 
tanée Q  du  trièdre  mobile  Gxyz  est  la  résultante  de  deux  rotations 

l'une -r  =  0'  autour  de  G  y.  l'autre  -r  =  V  autour  de  Gr,.  Les  com- 
al  •'  al  ' 

posantes  P,  Q,  R  de  cette  rotation  suivant  (i.i-.  G/,  G;  sont  donc 

/  P  =  -  j/'sinO, 
(£i)  !  Q=0', 

(  U  =  '{/'cosO. 

l'our  fixer  l'orientation  du  solide  autour  du  point  G,  il  faut  con- 
naître la  position  du  solide  par  rapport  aux  axes  (jxvc;  pour  cela,  il 
suffit  de  connaître  l'angle  ç  que  fait  une  droite  liée  au  corps  dans  le 
plan  xijy  avec  la  droite  (jy.  La  dérivée,  ■-  =  z>',  de  cet  an.'ile  mesure 
la  rotation  propre  du  corps  autour  de  G;;. 
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La  rotation  instaiilanôc  w  du  corps  est  la  résultante  de  la  rotation  ù 
lin  (lirdrc  {'i.ryz  vA  de  la  rolalioii  propre  9'  autour  de  Ciz.  On  a  donc 
|)()ur  les  projections/*,  y,/d«-oj,  les  sommes  des  projections  de  Q  cl  ç,', 

I  /*=1'^-I.'sin0, 

[  /•=  K-i- 0'= 'l'cosO -I- '^'. 

<)ii  |)oiii  rctnar(|uiT  (|iic 

(■ia)  R  =  -/)colO; 

cette  relation  rions  sera  nlile  plus  loin. 
Ou  a  alors  ])()nr  raecélératioii  dn  point  Ti 

Mais  la  relation  'Ç  —  /(  f) )  donne 

r =/(o  )  0'.       r" =/'(0)  0" +/"(  o)  o  =. 

Donc 

31  =  l:-  -+.  r/'^-  -^-/*(0  )  ()"'  +  if  fifi)^  -+-.... 

D'autre  part,  la  fonction  S,,  dans  le  mouvement  dn  corps  autour  dn 
cenire  de  gravité,  a  la  forme  (3o),  car  les  axes  sont  précisément  ceux 
ipii  ont  conduit  à  la  forme  (3o).  Donc 

(.33)     2S,  =  A(p'--4-r/-)-i-Cr'--f-  2(AI{  -  {\r)(p(f  -  r/p')^  .... 

Xons  avons  alors,  en  rcm[)larant  K  par  sa  valeur  —  /JcolO 

2  S  =  M  \>'  +  r;-'  -hf'iO)  (n  -+-  2/'/"0"0'^  j 

-h  A(p'-  -+-  y  =)  -+-  Cr-  -  2(.\/>eolO  +  ('.r)(pq'  -  qp)  +  .... 

Les  forces  appliquées  dcri\enl  (Tailleurs  d'une  fonction  de  forces 
-M-rou  _\li.y,0)ct 

!(  \  0./-  4-  V  ?jy  +  Zoz)  =  -  .M.i'/'^O  )  oO. 


il  V.     APPELL. 

La  position  du  syslèmo  dopend  de  cinq  paraini-lres  arbitraires  qui 
sont,  si  l'on  veut, 

l  T.,   0,   O,   •}. 

On  peut  écrire  alors  les  cinij  équations  du  niouvonienl 

.y, .  àS  t)S  ()S  OS 

'■^')  dr  =  '^'         ^=*^'         ^="'         -"="• 

(■^5)  g,  =  _M.o-/(0), 


dont  lune,  la  dernière,  par  exenijile,  peut  élre  rein|)lacée  par  lécpialion 
de  forces  vives. 
Les  é(|uations 

/ï  =  —  •]/'  sin  0,  f/  =  0',  /•  =  -y  cosO  +  o' 

donnent 

/)'  =  —  'j^"  sin  0  +  . . . ,  </■  =  0",  /•'  =  ■h"  cos 0  -t-  o"  -*- 

Donc  S  dépend  de  o"  et  •j'"  par  rinlcrniédiaire  de  p   et  /■  et  Ion  a 

OS         OS  OS  OS    .    ,,        OS        ,, 

do         <;/•  r/'V'  dp  Or 

D'après  cela,  en  écrivant  l(;s  équations  (3'|),  on  a 

M;"=:o,         Mfj"=o,         Cr'=o, 
—  A//  sinO  -f-  C/-'  cosO  —  (Ap  colO  +  ("/)  sinO  0'  =  o. 

Ces  équations  s'intégrent  iinniédiatcnienl  cl  di)nni'nt 

^'=^i,.  ^' =■'!»•         ^  =  '•.,, 

—  A/)  sinO  -+-  (  ircosO  =  K  ; 

on  retrouve  ainsi  les  intégrales  connues,  au\i|ii(llrs  on  peut  adjoindre 
l'intégrale  des  forces  vives. 
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1*2.  I)kimï:mk  application.  —  Cu/p.s  /ionios.u'.-/ir  prsani  da  rchoUi- 
lion  (issiijflli  à  rouler  sdii.s  <:li.s.sfr  sur  un  jilnu  Imrizoïitdl  fi.rrli  )r . 

U;ni|)lo\oiis  les  iiit-iiios  nolalioiis  cl,  les  inôiiu-s  axes  (|ur  dans  le  iiii- 
iiKTo  |)ii'(('-(lciil.  Dans  re  nouveau  [)rol)lème,  les  seuls  païainélres  indé- 
Iteiidanls  sonlO,  9,  '1;  si  l'on  donne  à  0,  9,  -^  des  varialions  arhiliaiivs 
oO,  00,  0'},  les  variations  de  ;,  r,,  ^  s'en  déduiseni  par  la  eondilion 
ijne  le  eoips  roule  cl  j)ivote  sur  le  [)laii. 

Pour  caliMiler  acluellenient  .1,-;  en  fonclioii  de  0",  9' ,  ■}"  il  parait  plus 
(■oiiiniodc  de  11,'  pas  conserver  ;  el  r,,  mais  d'inlroduiro  les  projec- 
lions  u,  i-,  w  de  la  vitesse  absolue  V^  du  point  (j  sur  les  axes  nio- 
bilcs  Gxyz.  Nous  avons,  dans  le  numéro  précédent,  calculé  les  coor- 
données .r,  y,  z  du  poini,  1',  de  contact  avec  le  plan,  jtar  rapjjort  aux 
axes  C.ryz;  nous  avons  vu  que  r  =  o  et  que  x  et  z  sont  des  fonctions 
du  seul  anj;le  0  dépendant  de  la  fonction/(0)  qui  détermine  la  forme 
du  corps  (formules  3i). 

l'vxprimons  que  le  corps  roule  el  pivote  sur  le  plan.  Pour  cela,  il 
faut  écrire  que  la  vitesse  absolue  du  point  matériel  du  corps  qui  es! 
en  P  est  nulle.  Or  cette  vitesse  est  la  résultante  d'une  vitesse  d'entrai- 
nemenl  Y,,  égale  à  la  vitesse  de  (i  et  d'une  vitesse  relative  due  à  la 
rotation  du  corps  autour  de  (î.  On  a  ainsi  les  conditions 

[   ti  +qz  -  ry  =  o, 

(^^)  1  c  +  rx  —  pz  =0, 

{   «•  +  />>'  —  (jx  =  o, 

où  y  est  nul,  mais  où  nous  laissons  provisoirement  j  pour  ne  pas  dé- 
truire la  symétrie. 

Cela  [)osé,  l'accélération  absolue  Jo  du  point  (1  a  pour  projections 
sur  les  axes  Gxyz  les  quantités 

777  -+- 1'^'  -  J^'"' 
777  -^  P''  -'!"• 

Jourii.  de  Math.  (5-  série),  tome  VI.  —  Fasc.  I,  1900.  5 


34  p.     APTELI.. 

O  soiil  là  (li's  fonniilos  connin^s  (jiic  Ion  rlahlira  sans  pc'mr  en 
loinarqnanl  que  raccélération  d'un  point  est  la  vitesse  de  rextrémilé 
d'un  se-^Muent,  d'origine  fixe,  égal  à  la  vitesse  du  point.  On  a  donc  ici 

.li;  =  (  »  +  fjw  —  Ri-)=+  (f'+  il" — pu-y  -^  (ir'-f-  /M-  --  fin  )" . 

en  (lésignanl  [)ai-  des  accents  les  (léii\ées  par  ra[i[)ui  t  au  lenqis.  J'.m 
développant  et  se  i)ornaut  au\  termes  en  u\  e',  *v 

il  =  li-  -+-  v'-  -f-  w"-  -+-  2p(i-a-'  —  u-e') 

+  2  q(ivii'  —  /m')  +  2lî(»e'  —  i'ii)  -f-. . .. 

Mais  les  relations  (3C))  donnent 

!  Il  =  ry  —  yr,  u'  =  r' y  —  q  z  ^  vy'  —  qz, 

(•{-)  •   ç  =  pz  —  rx,         »•'  =  p' z  —  r'x  -h  pz'  —  rx', 

I  

(   «■  =  qx  -  py,  w  ==q  X-  py+  qx    -  py  ; 

on  en  déduit  facileiuent 

i\v'  —  uv'  =  x(i/p' -h  \q'  +  wr')  -l- 

wii  —  Hw'  —y{up'  -+-  \q'  -f-  wr)  +  . . ., 
m'  —  i-m'  =-(«/>' -f-  l'y'  +  wr)  +  . . . , 

d'où  la  formule 
J^  =  u"^  ^  v""  +  w'-  -^  i{px  ->r  qy  +  Kr  )(«/)' +  17'+ «•/•')+  .... 

l/expression  de  28,  est  la  même  que  dans  l'exemjjle  précédent  ("for- 
mule TV). 

Nous  avons  donc  pour  28=  VI.I^  -f-  2S,,  l'expression  sul\anli'  (pu- 
nous  écrivons,  en  prenant  la  masse  du  corps  M  pour  unité, 

(   2 S  =  //'^  -^  e  •'  -t-  «•"■'  H-  2  ( px  -\-  qy  -\'  \\z){  iip  -+-  ir/  -+-  «v  ) 
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oxprcssioii   on    il  finit   supposer  m,  c,   «•,    «',  r',   kv'  iciiiplacos  par  les 
l'Xprcssicjiis  ('i~). 

('oiiscrvoiis  alors  le  piii'aiiii'lro  0  <;l  pinioiis  au  lii-ii  île  o  cl  1/  liciix 
paraiiii'lrc's  '/.  el  vdoliiiis  par 

OA  —  —  sinOo|,  ov  =  cosOo.J^  -i-  oo. 

(  >n  aiaa 

/^  =  -  siii  Oj>'  =  A  ,  y  =  0',  /•  =-  cosO  •]/'  -(-  o  =  v', 

(  5())  p'  =  A",  ly'  =  0",         /•■  =  v". 

I\ri(iti,  pour  uno  variation  viitiK-llc  oX,  oO,  ov  allribuée  à  ces  para- 
iiirlris  on  a,  pour  la  soniuic  des  travaux  des  forces  applicjuées,  le  Ira- 
\ail  (\i-  la  seule  pesanleui' 

-é'o:  =  -.::r/'(0)50. 
I>es  éfjualions  du  iiioiivenieul  sont  alors 

dS  âS  dS  y-,  /e,\ 

^,=o,         ^^,  =o,         _  =  _../(0). 

(  )u  eiieore,  d'après  (^9), 

/  /     V  àS  àS  dS  r'/r,\ 

(^•'^  ;),;'  =  "'      ^  =  "'      d^  =  -^/(^)- 

La  Iroisièmc  de  ces  écpiations  jjourra  être  remplacée  pat  riuléi,n'al<' 
des  forces  vives 

2T  =  -g/(())  +  /,. 

iNous  allons  écrire  les  deux  premières.  D'après  la  valeur  (.'5S)  de  S 
el  les  expressions  (37)  de  «',  c',  a'  en  fonction  de  //,  y',  /',  ou  a 

dS  ,  du'  , âv'  ,  d»' 

OjJ  d[>  dp  d/j 

+  «(/'./■  -H  <iy  -\-\{z)  +  A/j  —  (  Ai{  —  Cr)(i\ 


30  r.    ArpELL. 

mais 

()/''  '  Ôj)'  '  '  ÔIJ' 

Oïl  a  ainsi,  on  se  ra[)|>elanl  luainliMiaiit  4111' \'  osl  nul, 

-^  =  n-'-f-  inpx  +  \\z)  +  A/)'—  (AR  —  C/-)f/. 

C)n  trouve  par  un  ealcul  analogue 

— •  =  —  xi>  -h  w(px  -h  Hz)  -h  L,r  . 
iii  ^' 

Nous  avons  donc,  pour  les  deux  équations  -y^  =  o  et   v—  =  o,  les 

deux  équations  suivantes  que  nous  écrivons,  en  remplaçant  q  par  0  . 
Il  par  sa  valeur  —  pcotO,  11,  w  ir  |);ir  leurs  expressions  (i;). 


Ci') 


z^'  —  pz^x  —  :;  col  0)0'+  \p'  ■+-  (A/;cotO  -t-  C/-)0'=  o. 
—  xv'  ■+■  px(x  —  ;cotO)0'  +  (>/•'=  o. 


....  ,  ,    ,.        .       ,  fA'     (/O    dp    dr  .  ,      |. 

>i  I  ou  renqilace  t- ,  0  ,  /^  ,  /■  par  ^,'  Yt'  dt'  di  '  ""  ^"^     ''^'^ 
parait  el  ces  écpuitions  peuvent  être  regardées  comme  définissant  p 
el   /•  en    fonction  de  0,  ])ar  deux  équations  linéaires  e(    liouiogènes 
simultanées  (juc  nous  allons  écrire. 

Nous  remplacerons  la  pn-iniérc  écpialiou  de  ce  système  par  celle 
tpi'on  obtient  en  éliininaiil  e'  cuire  les  deux  :  on  a  ainsi  les  d<Mi\ 
éip.iations 

^•^'â  "^  C:'^  -f-x(A/>cotO  +  Cr)  =  o, 


où  d'après  {'i~ ) 


f/r         _  c//j  dr  dz  d.r 
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lic-iii|)l;i(,iml  -^j^  |)iu'  colle  valeur,  nous  avons  le  svslènio  t\o<  deux 
i''(|nali()ns 


l  A  .V  'll~  -+-  (  ;  .-  '^  4-  j-(\  i>  col  0  -H  C- j  =  „ , 

|H.iir  (l('-i<'rininer  /»  r[  r  en  fonclion  de  0. 

Il  ton  vient  de  ia|i[)cliM'  (|iie,  dans  ces  (Viualions,  x  cl  -  sont  drs 
fondions  connues  de  0  di'pcndanl  de  la  forme  du  corps  :  ces  fondions 
sotil  driinii's  par  les  forninles  (  .'!i)  (pie  nous  rappelons  ici 

I  .^-^/'i/OeosO-yXO^sinO, 
(    ;=/'(0)sinO  -/(O)cosO. 

lÎEMAUQUKS  SUR  CES  ÉQUATIONS.  —  I/éUidc  dc  CG  systcmc  d(î  deux 
('•([nations  linéaires  et  des  formes  de  la  fonclion /(O)  qui  en  permcl- 
tctil  rintc-gralion  constitue  nu  proljK-nic  d'Analyse  inlé'ressant.  Nous 
nous  bornerons  ici  à  faire  (piehpies  remarques  sur  ces  (!'qualions. 

|]n  (!'liniinant^^^  entre  les  deux  équations  ('p),  on  a 

(14)     (AC  +  A.=  -^C-);;i-^A^.(,.-;;f)-^,-,.((--^A^)=o, 


('V')  A;,  = ^'  y 'Jll . 

Portant  celte  valeur  de  p  dans  la  première  des  équations  (/|2),  on 
ohticiit  une  équation  linéaire  homogène  du  deuxième  ordre  donnant  /• 
eu  loncliori  de  0.  Cette  équation  étant  intégrée,  la  relation  ({'|j 
donne/;  eu  fonction  de  0.  Puis  rintégrale  des  forces  vives  dotmc  / 
en  0  par  une  quadrature. 


3H  I'.     AITHI-L. 

Cas  parlicitlii'is.  —  i"  Dans  le  cas  pailiciilior  où  x  cl  z  sont  des 
constantes  inrléperidanles  de  0,  x^=a,  z  =  c,  on  retrouve  les  équations 
(In  mouvement  d'un  corps  homogène  pesant,  de  révolution,  roulant 
par  une  arête  circulaire  sur  un  plan  liorizonlal  (  ]  oyez  un  article 
inséré  dans  les  Rcndiconti  del  f'ircolo  Mafr///afiro  di  Palrrn/u, 
suivi  d  une  lettre  de  M.  Korleweg,  i*^'  fascicule  if)oo  ). 

•i"  l.  n  autre  cas  particulier  où  l'équation  (44)  l'eut  sinlégrcr  est 
le  cas  où  la  forme  du  corps  est  telle  (pie 

dz 
X  —  -    =  o. 

D'après  les  expressions  (/|3)  de  x  et  z,  cette  condition  devietit 

/■■(O)sinO  — /'(O)cosO  =  o, 
d'où 

/(  0  )  =  acnsO  H-  h, 

o  cl  b  désignant  deux  constantes.  La  méridienne  de  la  surface  de  ré- 
volution correspondante  est  alors  l'envelopjje  de  la  droite 

arsinO  —  3cosO  =  acosO  +  b\ 

c'est  un  cercle  dont  le  centre  est  sur  Ctz.  La  surface  est  alors  une 
sphère.  Actuellement 

x=/'sinO,  c—       (7  — />cosO, 

et  ré(juation  (4'l)  donne  /•  en  fonction  de  Û  jiar  une  (juadrature  élé- 
mentaire. 

Celle  écpiation  s'éiril,  en  efl'et, 


x(a^+C.)^ 


/■  A./»-+-(;;'->- AC 

d'après  la  rei.ilioti    ,"  =  x;  le  numéraleur  tlu  deuvième  memlM<"  esl, 
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au  factcui'  2  pri's,  Iii  (IitIn/m!  du  (ir-iiuiiiiiiiiLciii'  el  l'on  a 
_  k 

I.a  |)rcini(T(,'  di's  c'(|iialions  (V-  )  flonnc  alors  p  par  iiiio  (|iia(IiMliiri-. 
'.V'  l'ii  aiilrc  cas  où  la  foriin'  des  éqiialioiis  ('12)  se  siinplilio  i-sl  ii- 
cas  où  la  l'oiiiic  du  coi-ps  esl  tclh-  ([ui) 

./•-rrolO-;J^=o. 

I."».    l\fiii(irfjuc  siif  l'v(iii(tti(iii  tics  forcrs  vii'fs.  Snpiio-idii- 

Ics    liaisons  iiidr'pfiulaiiti's  <hi    lrni[)s.    Alors   ou    a,   eu   i<'prfuaul    l>'- 
loiiuulrs  (  ()  I  où  c/,  b,  '•  soûl  nuls 

^  ,  x-'  =  ff,7',  +  a,y: +  ...+  «„ 7;,. 


Donc  x', y',  z'  sont  honio^à-ncs  et  linéaires  en  y,,  y^,  . . .,  y„. 
l.a  dcini-forcc  vive  T  est  alors  liée  à  S  par  la  f'oniiule 


j7   =  "ï    r,  y,  +  -y-T  -7,.  -+-...+  -wry„. 


Vax  .■ll'et. 

Mais 
Donc 
De  même 


—  —  >rn[x'  -,-„-  +  y  -■—  -^  z  -r-v   • 


à' 


djr"  dy"  I  dz"  

Wi  ~     "  à'/\  ~     '  '  dq\   ~     '  ■ 

dS  yL^       /     „  „  I  »      \ 

— -  =2^m{x  a,-hy  b,-hz  c,). 

J^    =  2, '"(•'•    «.  +  J    ''2  ^-  -    <^2), 
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Mtillipliiiiil  par  y,,  y!,,  ....  y^^  cl  ajoulaiil,  on  a,  dainrs  les  cxpros' 
sions  (  '|()  )  do  ./  ,  y' ,  :' , 


(}S     ,         OS     . 


I..0  llioori-nie  dos  foicos  vives  csl  alors  oxprimo  par  la  rolalioii 
dS     ,         lis     ,  àS     .        ,^     .       ,.      .  ,.      . 

"7l  "'Il  <i'Jti  <"!«' 

C'(jui\alcnlc  à 
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Sur   les   ('(iiKillons   aux  (Ivrivvcs  ixiilivUvs  '  '  )  ; 
Pau    m.    II.    I)IIM)RT, 

l'iofcsscui-  il  lu  l'iicullO  des  Sciences  tic  Dijon. 


Dans  un  MéinoiiL'  |)iil)lu''  dans  lo  Journal  di-  Malhcmatiquis 
juircs  l'I  applir/itrcs  (aiHK'c  1897,  l«\isc.  I),  j'ai  i-imWv  le  syslè-ino  sui- 
vaiil  <lc  (l(Mi\  r<[iiali(.ns  il-  IM'all': 

(1)  I,a,(l.c;^o,         ll>,il.c,  —  o         (i  —  i ,'.,..  .,(>), 

où  les  (|iianlili'-s  ti,  cl  A,  son!  des  fonctions  t|n('lcoii(|ii(.'s  des  c[uaii- 
lilrs./',. 

(^c  syslèiuc  est  |)arliciili.''iriiiciii  inh^i vxiini  (|;iii>  le  cas  où  !c  iininhre 
lies  variables  arljitraiics  est  de  deu.v,  car  il  consliliie  un  svslèine  inler- 
niédiaire  entre  les  é((ualions  du  premier  cl  du  second  ordre,  et  il  jiarait 
l)ii'ii  (  lioisi  |)our  s'occuper  de  la  recherche  des  cas  où  l'on  peut  en 
IrouNcr  les  solutions  à  l'aide  d'iMpiatious  dillërenlielles  oïdiuaires. 

Je  me  |)ro])ose  d'evposer  dans  celte  Note  di'iix  nouveaux  casd'inlé- 
i;ralion.  Le  premier  paraîtra,  je  pense,  inléressanl,  si  l'on  remanjue 
.pi'il  renferme,  en  piirliculier,  l'éipialion  de  Laplace  dans  le  cas  le  plus 
i^énéral;  le  second,  si  l'on  considère  que  le  système  (i)  est  susceptible 
d'être  ramené  à  une'  écpialion  du  second  ordre,  est  celid  où  les  deux 
systèmes  de  caractêiisli(jues   sont  confondus,   cl    l'ail   cvikiit  (|u<'  la 

(')  C.ii  Mémoiie  a  élc  résumé  dans  une  Note  ])arue  aiiv  Comptes  rendus  de 
r  Académie  des  Sciences  (29  janvier  1900). 

Jouin.  de  Malli.  (3'  série),  loinc  VI.     -  Kasc.  I,   1000.  <> 
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proposilion  pourra  T-liv  vraie  dans  le  cas  (riiiii-  ('•(|iiali(>ii  (|iirlr<tii(pic 
du  second  ordre. 

I.   Je  rappell(>rai  que  pour  faire  l"éliide  du  système  (  i  ),  j'ai  |>osé  les 
équalions  suivantes  : 

(>.«,,  4-  u.//,,>A,  -f-..  .-f-(  A«,r.  +  u. //,,,) A,.,  -t-  ar/,  +  jiA,  --  o, 
(/.«,.,,  -H  ;j.Ar,,)A|  -1-. .  .-<-(Aff,.,o,  +  a^„„)Ao, -t-  aw,.,  -i-  jï//,.,  —  n, 

^1  A,  —  ^,.Ar,  =  o, 


«,7 


â.rj         ()Xi 


I  et  y  désigiiaiil,  coiiiine  dans  la  suite  de  celle  Note,  deux  des  six  jirc- 
micrs  nomljres. 

Le  délerminant  de  cesliuit  éipialions,  où  A,,  ...,  A,,,  a,  ji  sont  les  in- 
connues, est  un  déterminant  symétrique  gauclie  d'ordre  pair,  qui  est 
par  suite  carré  parfait.  En  écrivant  qu'il  est  nul,  on  a  une  ('(pialloii  du 

second  ordre  pour  déterminer  le  rapport      ■   Siq>|iosons  dahoid  cpic 

cette  équation  ait  ses  racines  distinctes.  La  première  racine  fournit 
jiour  A,.  . . . ,  A„  les  expressions 

A,-=A,+  wB„ 

où  œ  est  une  arliilraire.  i.a  secoiuic  Inurnit  |ii)nr  A ,  A,.,  les  ex|)res- 

sions 

A,^C,  +  co'D„ 
où  oj'  est  une  arbitraire. 
Si  Ton  pose  les  éipiations 

(2)  2C,-.?^=„,         11),  f'-^„, 

0X1  '  (I  r, 

quand  ces  è<pi;i  lions  ont  deux  S(diilioii,>  (onimiiiies  I'",  el  V  ^,  léipialiou 

F.,:      /•(!•',) 
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fsl  iiiii-  inlc\i;rali-  iiilrinirdiiiiic  des  équations  (i  );  /  csl  une  t'oiiclion 
arhilraiic  (I'uik;  varial)lc. 

.le  vais  maintfiiaiil  l'-ludii-i'  lr  cas  où  1rs  ('■([iialions  (-i)  ont  une  seule 

-iilulinli    colllliilllir    I".    .l'ai    (Ic'ji'i    iiHintlr   (|Ur    (lailS    CC    CaS,    CU   pOSaill 

!•  ;=  e()ii>lanlc,  on  oliU'iiail  un  s\sléiiie  de  solutions  des  équations  (i) 
reid'eriuanl  une  louclion  aihitraire.  Mais  on  peut  aussi  obtenir,  ainsi 
<[ue  je  vais  le  uiontier,  toutes  les  solutions  de(i  ),  exprimées  au  uioveu 
de  deux  fonctions  arbitraires  de  la  même  variable. 

.le  ra|)|irllcrai  que  si  l'on  pose 

(A,  +  mU,  )</,,  -(-. .  .-H  (Ab  +  coBo)a,„=  U,-f-  wS,, 
li^qualiou 

où  co  est  couvenablemciil  choisi,  est  une  eousé([uence  deséipiationsfi)- 
<  )ii  a,  de  [ilus,  les  lelalious 

jic,f/,-o,      !(:,/,,  =  o,      ic,K,-=o,      i:c,s,  =  o. 
'-    (iu,fl,.=  o,      ïi),7y,  =  o,      >:d,r,  =  o,      id,s,-.o. 

si  Ton  joint  à  ces  équations  les  formules  (2),  on  voit  que  l'on  peut 
déterminer  des  quantités  y,  0,  p,  ci  telles  que  l'on  ait 

(  ■>  )  Y  ",  +  o/y,  4-  0  R,  -+-  a  S,  ==  -^ , 

car  sans  cela  les  équations 

i(:,x,      o,        i:D,X,  =  o, 

où  les  (pianlilés  \,  sont  les  inconnues,  auraient  cinq  solutions  com- 
munes distinctes.  Le  raisonnement  serait  en  défaut,  si  tous  les  déter- 

iniunnts  du  Tal)lcau 


Ci) 


a,  ...  a^ 

h,  ...  h^ 

R,  ...  IJ„ 

S,  ...  S« 


/i4 


II.    m  l'oitr. 


l'IiiiiMit  nuls;  mais  co  ras  ne  |iriil  si-  juvsciiloi'  i|uaii(l  ri''i|uali<)ii  en  - 

a  ses  racines  tlislincles.  .lo  reviendrai  sur  ce  |)oinl  Idiil  à  ilniiie. 

Supposons  flèslors  que,  par  suile  dun  cliaiij;einenl  de  variables,  on 
ail  pris  la  fonction  1"'  pour  la  variable  x,  indé|)endanle,  et  soil  x.^  la 
seconde  \aiialile  indi'pendaiile.  (  )n  auia  en  sonune  b^s  équations 

Zaidxj  =  o,  X/;,  flx^  =  o,  1(  R,  -f-  w S,)  dxi      o, 

(7)  pl[{,>/x,+  ^:^Si(fxr-^dx,. 

On  ne  peut  avoir 


car  il  en  résullerait  dx,  -~  o;  les  deux  dernières  é(pialions(  -  )  peuvent 
s'écrire  alors 

2R,  (/a;,  --  i^  dx,, 

ZSidx,^  /tdx,. 

On  voit  alors  «|u"on  séparant  les  équations  relatives  à  la  variable  x,, 
de  celles  relatives  à  la  variable  ^j,  les  quantités  g  et  h  s'éliminent,  et 
11)11  a  le  svsléme  sui\anl  : 


CH) 


()x. 


a, 


,)x, 
<)x. 


àXi  dxt. 


dxt 


+  ««5-  +  «.-o, 


■    dx^         j    àx;         ,    àx:;  ,    dXf  , 
().r,                (l.r,                <JX,                ().r, 

,,     ().r,  ,,     (/;.  ,,     Ox.-  ,,     â.r,-  „ 

''^  ;;7,  -+- 1^ '  .)xi  -^  '^=  oT,  -^  i^«  ^x,  -+-  '^^  --  "' 

..    /)i-j         ^    </ri  „    <Ar.;  ^    âx^  i2 

^'  .   ■  4-  ^,  .,-:i  4-  S,  .~:^  +  h„  -.-»  +  S,  _-  o, 


7)x, 


dx. 


dXi 


dx. 


ûxl              ()x^  àxn 

a,  -, h  a..  -, h  f/„  .-^  -h  «,  —  o, 


dxx  '■  (^J^i 


J.r, 


,     <}x,  I     i)x^ 

t)r,  ().r, 


1     w'r.  #     f  ■' f,  / 

r?.r,  "  i)x. 


Les  i|u.ilri'   pi'emièie^  sinlèi; l'en I    en    cnnsidéiant    .'■,    ci>mine    une 


M  11     I.KS     KQIATIO.NS    \LX     llliltl  VICKS    l'MlT  I  Kl.LES.  /|  "> 

ai  liili  aire,  ri  l'on  on  lir(,' 

x,-^---h^,u,,j:„c,,(:.„c„(:,), 

X,  =  *i(./-,,  X,,  C,,  C,,  C,,  C,), 

.r„  =  *„(.r.,  X-,.  C,,  C,,  C3,  Cl), 

(^,,  Co,  C,,  C^  ôlaiil  (les  fondions  rlo  x^.  En  porlanl  ces  valeurs  dans 
les  deux  dernièies  é(|ualions  (  S),  on  est  ramené  à  un  syslènic 

rfC,  ^/C,  f/Ca  r/Ci 

(jui  ne  rciircrnii'  [iliis  la  \aiial)l('  x... 

On  sait  (|u\)n  peul  expi-inier  C,,  Cj,  C,,  C,,  x,  en  fonction  d'une 
variable  arhiliaire  ^r,  de  deux  fonctions  /  cl  o  de  celle  variable,  des 
dérivées  premières  cl  secondes  de  /  cl  de  la  dérivée  première  de  0 
[Ménioi/e  sur  les  cquaùons  aux  défivccs  parlicllesi^Rciuc  bourgui- 
gnoiine  de  l'Ensci<^n('i)u'iit  supéficur,  Cliap.  ^  ;  i8f).))j. 

r.a  |>ropnsili()ii  (pie  j"a\ais  en  vue  est  donc  déinonlréc. 

II.  Je  vais  eoiiiiiierici'i'  par  iiioiilii'r  ipic  dans  le  cas  où  tous  les 
déterminants  du  Tableau  ((1)  sont  nuls,  lécpiation  en  -  a  une  racine 
doul)le  el  récipro(|ueinenl.  .lai  démontré  que  réquation 

2:a,s,  =  o 

est  la  coinlilion   lu-ressaire  et  siit'iisaiite  pour  cpir  lécpiation  (M1   -  ait 
ses  racines  égales.  (Connue  on  a  déjà 

(i:A,a,=  o,         XA,^,=  o,         i:A,R,=  o,         i:(A,S,  +  15,R,)  ==  o, 
^  '^     1  V  B, a,  =  0,         2 13,  bi  =_-  o,         I B,  S,-  =  o, 


'|(»        11.     M  l'OUT.     —     Sin    LES     KyiATIONS    MX     DKHIVKES     TAIITI  ELLES. 

cl  conimc,  si  lous  k's  tli-lormiiiiiiils  du  Tiiljlcaii  (  (i)  soiil  mils,  on  |irul 
(li''tciiiiiiRM'  (li's  (|iiimlil<'-s  -',  0.  c.  t  tclh^s  (iiu-  Ton  ail 

Yrt,  -I-  o/',  -+-  p  II,  +  7S,=  (), 

on  voit  (luo  Ton  a  nécossaiifnuMil,  :  cl  s  m-  |iouvanl  èlir  nuls  tous 
deux,  l'uno  des  é(|ualioiis 

lA,S,=  o.  llJ,R,  =  o 

tnii  entraîne  l'aulre.  L'équalion  en  -  a  donc  Lien  une  racine  double 

i[uaiul  lous  les  délerininanls  du  Tableau  (6)  sont  nuls. 

Inversement,  remarquons  d'abord  qu'en  vertu  des  équtitions 

|IA,«,  =  o,         IA,7^  =  o,         SA,R,  =  o,         I:A,S,  =  o, 
^ '"^       (  I B, a,  =  o,         I H, A,  =  o,         S B, R,  =  o,         1 B, S,  =  o, 

lous  les  déterminants  dn  Tableau  (G)  se  réduisent  à  un  seul,  car  il 
suffit  de  tirer  de  ces  équations  (lo)  deux  des  quantités  a,,  i,,  R,,  S,  en 
fonction  des  autres. 

Cela  posé,  supposons  (pie,  par  suite  d'un  changement  de  variables, 

on  ait  ramené  l'écpialion  en  -  à  avoir  une  racine  nulle.  Four  (prelle 

ail  une  racine  double,  il  ianiha  (uic  le  terme  en  -  soit  aussi  nul    Celte 

condition  sera  dn  premier  de},M-é  dans  les  binômes  a^hj — Qjh,  et  ne 
pourra,  par  suite,  dill'érer  de  la  condition  obtenue  en  égalant  à  zéro 
Tun  des  déterminants  du  Tableau  ((j). 

Dès  lors  l'équalion  en  oj  d'où  dépend  la  solution  du  système  (i) 
s'abaisse  au  premier  ordie  [\oir  Mcinoirc  sur  /es  rqualiotis  difjcren- 
lii'lk's  {Journul  (II'  Malhèinaliqucs  pairs  l'I  appliquées,  Fasc.  i, 
|).  ~  I  du  Mémoire;  lî^;);  )|- 
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Sur  le  (h'vcloppcinciit  (rime  fonction  (irhitrolrc  en  une  série 
proccr/a/tt  sun'ant  les  fonctions  /i<irnioni(]iics ; 

Pau   m.   s.   /AUEMI5A. 


Introduction. 


1.  M.  l'diiicarL-  .'i  ohtcim,  dans  son  heaii  MiMiioitc  Sm- les cnualiuns 
de  la  Physique  inatliénialiqac  {Rmdiconti  del  Circolo  nialeinalico 
di  Palermo,  189'!),  ciUro  antres  les  ivsiillals  suivants  : 

1°  TonI  domaine  (D)  limité  par  nne  snrfacr  IVi-nu-e  (S)  donne  lien 
à  une  suile  inlinic  de  fonctions 

jouissant  des  propriétés  que  voici  :  elles  s'anniil.Mit  loutos  sur  la  fron- 
tière du  domaine  (D)  et  vérifient  dans  toute  IiIciiiIih'  de  ce  domaine 
les  équations 

ou 

''~-   Ox-    "^    Ôy'-     ■      dz'-  ' 
les  noMd)ri's 

(>)  /.,,     A„     A„     ... 
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clant  lies  conslanlcs  positives;  on  a 

«•1  la  suili?  (i)  ne  coiiliriit  jamais  (|ii  iiii  iiomlirc  liiii  ilr  Irninv- a\aiil 
une  même  valeur;  ('iiliii  riiilL'};rali' 

où  (f-  ropiéscMite  un  élément  de  volume  et  où  l'indice  (1)  )  iiulifpie  que 
linlécialion  doit  être  étendue  à  tout  le  volume  (D),  est  éi,^■lle  à  lunili- 
ou  à  zéro  selon  cjue  p  =  p'  ou  que  p  ^  p'. 

Nous  dirons,  avec  M.  Poincaré,  (|ue  l  ^,  <'si  une  loiiclinn  iiarninni(|Ui' 
ayant  le  nombre  Z.-^,  pour  noudire  caraelérislicpie. 

2"  Soit  //  la  fonction  (pii  s'annule  sur  la  surface  (S  )  et  (jui  satisfait 
ilans  toute  l'étendue  du  domaine  (13)  à  ré(pialion  aux  dérivées  par- 
tielles 

(3)  A// 4- H// -t-/=  o, 

on /est  une  fon(  liim  iluniiéc  de  c,  >-,  j.  Cette  fonction  //considérée 
comme  foiicliou  du  parauièlic  ^  est  nue  fonction  méromorplie  dont 
tous  les  pôles  sont  simples  et  fout  partie  de  la  suite  (i).  Kn  outre,  le 
résidu  correspondant  à  un  pôle  /.^  est  une  cond)iuaison  linéaire  et 
liomoi,'ène  des  fondions  liaiinoui(pies  admellanl  le  nond)re  />p  pour 
nondjre  caractéristique. 

3"  Lorstprum,'  fonction  /'(./•,  ^'j  r)  s'annule  sur  la  IVonliére  (  S  )  du 
ilomaine  (  I))  airi^i  (pu'  li's  (piaiilih's  A/"  et  AA/',  siqiposées  exister  dans 
toute  réteiuhu,'  du  domaine  (  D),  cllr  l'sl  di''\c|oppal)le  l'u  une  séri<' 
procédant  suivant  les  fonctions  haiinoniipics.  .rajoule  ipie,  d'après 
M.  F^eroy  (  Tlirsc  ih-  Doctora/),  il  eu  sera  encore  ainsi  si  AA/*  existe, 
mais  ne  s'annule  pas  sur  (S),  les  autres  condilions  piécedenles  étant 
satisfaites. 

N'oiei  niainlcnanl  roliid  piiiH'ip;il  <lii  pii'^ml    l'r.uail  : 
.\r   ii|i'   jiidpnx'  i\r  di'im  >ii  1 1  rr.  ill  M 1 1  ip<  i^;i  II  I   (pir   la  SIM'face  (  S  ),  qui 
|ic'ul  sr  eoiiipoMC  dr  plii>ii'iirs  ii;i|ipcs  si'pai'i-rs,  adinelle  en  (liacim  ilc 


sin  i.E   dkvi:i.()I'|'i:mi:nt  u'i  ne   fonction  AiiniTiiAinE.  /i<) 

si's  |i(iiiils  (les  niyoïis  di-  cciHljiur  |)rinci[);iii.v  non  inriMieiirs  à  uin- 
lon-iKHir  fixe,  (pic  loiilr  ïnm-lum  /(x, y,  z),  si  c-lh;  s'amiiilesurf  S)  cl 
si  A/ ("xislo,  sera  tl(Jv.|<)ji|)ai)lo  on  une  sûrii.- uniform<"niçnlconvcrgenle 
<lans  toute  retendue  du  domaine  (D),  proc.'daiil  suivant  des  fonctions 
dont  cliaciinc  est  inii-  condjinaison  linéaire  cl  lionioj,n''nc  à  cocfnciciils 
constants  d'un  nninlirc  fini  i\i'  fondions  liarnioni(|uos. 

Je  m'appuierai  sur  une  ieniar(|ue  faite  par  M.  l'oincaré  dans  le 
Mémoire  cité  et  que  l'on  peut,  en  la  généralisant  un  |)eu,  énoncer 
ainsi  :  La  Ibnclion  /'(./•,  y,  :)  pourra  certainement  être  représentée 
parie  d<-vcloppeiiiciil  <pii  nous  occupe  s'il  csl  possible  Ac  définir,  dans 
il'  plan  de  la  variai. le  cc.iii|.lc\,'  ;,  i,ur  >iiiic  inliiiic  (!,■  coniours  fermés 
((.,),  (^j),  (C.,),  ...  enveloppant  chacun  rori;;ine,  tels  rpie  la  plus 
courte  distance  de  {"oii-ine  au  contour  (C^,)  crois.se  indéliiiimcnt  en 
inéiiic  temps  (pie  riiidicv  /;  e|  tels  cnliii  (pie  l'in  [(■ivraie  ciiivili-ne 

prise  siiivaiil  le  eoiilour  ^C,,),  ait  -  2-// p„ur  liii.ile.  I.,is(pic  Fin- 
dice  /)  croit  iiHli^riiiiineiil. 


II.  —  Sur  l'intégration  de  l'équation 

Ac  -+-  çi'  =:  o. 


*2.   Soient  : 


(,S)  une  surface  feiiiK'c  adniellaiil  en  eliacuii  de  ses  points  des  raxoiis 
decoiiiliurepiiiulpaiix  non  liiléiieuis  à  iiiie  loii-iieiir  li\e  diUV-rciile 
de  zéro  ; 

1  D)  le  domaine  limité  par  cette  surface,  qui  peut  d-ailleurs  se  composer 
de  plusieurs  nappes  entièrement  séparées; 

©(■*•'»   y,   -  )    une   fonction    continue    des   coord(.nn(Vs    d'un   point 

*•'■'>  y\  '■')  variable  sur  la  surface  (S); 
ds  l'élément  de  la  surface  (S)  relatif  au  point  (  ./•  ,  y',  r); 
/■la  distance  de  ce  point  à  un  point  (pielcon(|ue  (./.-,  >-,  -  )'de  l'espace; 
X  la  normale  intérieure  à  la  surface  {S)  au  point  (./,  r',  z'); 

Journ.  de  Math,  (i-  série),  tome  VI.  -   Fasc.  l,   igu...  n 
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soit  onlîn  ulccIIimIos  (li-lormiiuitioiis  di*  roxprossioii  \       ç  doiil  la  parli 
n'allé  i^sl  pdsilivo. 


Posons 


(4)  -K-r,  r,  --)  =  7^  /'©(.r',  /,  z')^^  "Çds, 


considérons  un  point  (j„,  _)'„,  r„)  situé  sur  la  surface  (S)  et  désignons 
par  i\  la  distance  ilc  ce  point  an  point  (./;',  y' ,  z').  La  fonction 

tendra  vers  une  limite  déterminée  lorsque  le  point  (./■,  )-,  r  )  tendra 
vers  le  point  (.r,,,  v„,  r„)  en  restant  constamment  à  lintérieur  de  la 
surface  (S)  ou  en  restant  constamment  à  Textérieur  de  cette  surface. 
Désignons  cette  limite  par  (  -^  ),  dans  le  premier  cas  et  par  (i),  dans 
li^  second,  (^n  aura 

(6)  (•].),=  -  J0(x„  j„,  -„•)  +  4^.jf®/N  '-!^'f'^ 
(i  'ov'i 

(7)  (■}),- (|\=--0(-ro,/o,-o). 

Cela  posé,  désii;rions  paroi  une  fonction  rontinur  donnée  des  coor- 
données du  point  (.r',  y' ,  z'  )  et  posons 

(8)  '  ,      '  rf    e-!^'- 

I  r„+,  =  -    ,'-    fO'n)rjy<    '^-^r  'f''  ("  =  ■  .  -i,  '^^  •••  )• 

Je  dis  (pie  lorsque  rar_i;nmenl  de  ^  ne  se-  réduit  pas  à  nu  multiple 
de  u",  la  série 

(9)  i'« 


Sun    LE    DÉVELOPPEMENT    ULNE    lONCTlON    ARBlTUArnE.  .0  1 

sera  coiivcr}ifonl«  [loiirvu  que  le  module  de  ce  pa  ramé  Ire  soit  assez 
i;rand;  en  outre,  la  soniiiie  f  de  la  série  précédeiiti-  satisfera  dans  le 
dniiiaine  (  I  >  )  à  réfiiiation 

(  lo)  Ai'  +  ;r  —  <) 

et  se  réduira  sur  (S)  à  la  f linii  (ioiiiiée  tn. 

3.  lilnvisageons,  pour  démontrer  rasserlinn  préeédente,  les  for- 
mules (>)  et  (()),  désiîïnons  par  C  le  maximum  du  module  de  la  fonc- 
tion 0,  par  m  lo  module  de  a  cl  par  a  la  partie  réelle  de  cette  quantité, 
On  s'assurera  aisément  qu'il  est  possible  de  trouver  deux  constantes 
positives  A  et  B  telles  que  l'on  ait,  quelle  que  soit  la  position  du  point 
{■^'iii  Jo)  -o)  S'il'  l!>  surface  (S), 


Par  consé(picnt,  Tarijument  du  paramètre  ^  ayant  une  valeur  fixe 
ne  se  réduisant  pas  à  un  mullipic  de  27:,  on  aura  pour  tontes  les  va- 
leurs assez  grandes  du  module 

l(^)/i<în  +  ri)C, 

où  Y)  représcnlc  une  constante  positive  inférieure  à  l'unité.  On  déduit 
de  là  cl  des  équations  (S)  que  l'on  aura 


\(i'„\\<['-^)"a, 
\(^'„U<('-^-)"a, 


où  12  i-epi'éscnte  le  maximum  du  module  de  la  fonction  in.  Cela  prouve 
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fine  les  sci'ii's 


V(i-„),  rt  ^('„)r 

sont  converjiciilcs.  Il  s'eiisuil  d'aljorfl  ([iic  la  srrio  (r))  sera  convor- 
};rntc.  On  on  doduit,  en  tenant  compte  des  relations 

(<•„>,-  (»-„V=  - ((•„_, X      (n  =  2,  :\,  ',. ...). 

relations  qni  résulli'ul  (\t\  ih/oirnic  (^xpiiiiK'  pur  l'iMpialion  (  •^  ),  ipie 
l'un  ania 

Il  est  donc  ccrlain  (pie  la  fonriion  r,  soinine  de  la  srrie  (9),  se  réduil 
bien  à  la  fonction  donnée  nr  sur  la  surface  (S).  Or,  la  foiiclinn  c  |)eiii 
être  rei;ardée  comme  donnée  par  la  formuU; 

elle  satisfera  donc  dans  toute  réiendue  du  doniaini'  (D)  à  léipia- 
lion  (10).  La  proposition  qu'il  s'af;issait  d'établir  esl  doue  dcinontréc. 
La  formule  (1  ^)  et  rcnsend)le  des  considérations  (jiii  nous  ont  servi 
à  l'établir  conduisent  aisément  à  la  j)roposition  suivante  (pii  nous  sera 
utile  dans  la  suite  :  Soient,  comme  plus  liant,  ///  le  module  de  a,  a  la 
par  tie  réelle  de  ce'tte  quantité  et  12  le  maximum  du  module  de  la  foiie- 
lion  rù  ;  soient,  en  ou  Ire,  r/  la  plus  cou  il  r  dis!  a  née  du  point  (x,  r,  :)  à 
la  surface  (S)  et  £  uuuondjre  positif  assez  petit  di''|HMulant  uni<|uemenl 
de  la  surface  (S),  l'inégalité 


enliaiiieia,  si   *■/  est   inléiieui   à  un(^   certaine  longueur  assez  priiti 


SI  H   i,K   I)f-:vi:i.(i1'I'i:mknt  n  unk   fonction  AniiniiuitE.  Vi 


l"iiM'^;ilili'- 


\,(,;y,z)\<\-'^"çi, 


oi'i  \]  rcpiV'SPiilc  un  iionihiv  jiositit'  m-  (l/'pciKl.itit  (|in'  rie  la  iialiiir  «h 
la  siirfacf  fS  ). 


i.  Cotisldc'foiis  (lcii\  |ioiiils  {x,  y,  z)  Pi  (./•„,  y„,  :„)  silin'-s  à  riiilt'- 
liiMii'  (lu  (loiuaine  (D),  (l(''sij;noiis  |iai'  /■  leur  distance  ol  appelons 
^ '(■'':>  }'o,  :»,■(--,  y,  z)  la  fonclioii  ipii  jouil  des  propriétés  suivantes  : 
•  •Ile  s'amiiiic  sur  (S)  el  salist'ail  à  Téipiation 


(>4) 


A(.  +  HG=.o 


dans  loni  le  domaine  (  1)  ),  rxceplion  l'aile  (]\\  |)oinl  (,/•„,  y„,  z^)  où  elle 
dcxicnl  inlinie,  mais  de  l'aeon  (pic  la  dill'érenee 

4-/- 

resie  Unie  et  eoiilinne.  A  l'exemple  de  M.  Poincaré,  nous  donnerons  le 
nom  (\q  fonclion  fie  (J/fcn  i^<'n<'/-a/i.src  à  la  l'onction  précédente. 

I)ésij,nions  par  (h  rélénienl  de  volume  relatif  au  point  (x,y,  z)  et 
pro[)osons-noiis  (rr'valucr  riulé^iale 

(»>)  l  =  f\(:.(,r„,y„z„,x,y,z)\-^d-. 

.le  mets  à  cet  ell'i't  en  évidence  les  parties  réelle  et  imaginaire  de  la 
lonction  (i  et  du  (>aramrtr(^  :;  soient 

C.  =  G,(j:„,J'o,-„,  J;,  J,  =)-i-iG.,(.r„y„z„,.v,y,z), 
ç  =  a  -f-  i'^. 

L'écpialion  (i  '\)  nous  donnera 

A(i,  -f-  a(i|  —  ^0^  =  o, 
AG,-l-aG,+  pG,  =o, 


d'où 


s.     /.MlKMnA. 


(tG) 


(i..A(i,  -  (i,A(i,^  3('<i:4-  ivt). 


Drsignoii.s  par  l^L)')  la  j)arlic  ilii  doiiiaino  (  D)  ([ui  csl  cxirTiriuc  à 
iiin^  petite  sphère  (L)  di'  raMUi  p  et  de  eeiitre  (/"cKoi  -o)?  imdliplidiis 
réfjiiatioii  (i('))  par  rrlriiienl  de  volume  (il  cl  inléi^roiis  en  étendant 
rinléjiiation  à  Inul  \r  domaine  (D').  Il  viendra,  en  appliquant  le 
théorème  de  Grcen  et  en  tenant  compte  de  ee  que  les  fonelions  (l,  el  d_, 
s'évanouissent  sur  la  surface  (S), 

(.7)  ^f(G-  +  Gl)d.==JjG,^-^G,'^)ch, 

où  ff-j  représente  un  l'-lénuMit  de  la  surface  de  la  splièie  (—).  .l'observe 
que  la  fonction 

fr  —  r  —     -  '^'^' 

sera  une  fonelion  linie  et  eoulinuc  des  variables  (j.',^',:)  et  (pi  elle 
satisfera  dans  toute  l'étendue  du  domaine  (D)  à  l'équation 


(.8) 


Ai.'+;ir  =  o. 


Posons,  en  nietlaut  eu  évidence  les  parties  i<''elle  el  iniat;inaiie  delà 
lonelion  si\ 

g  ^  f!,  (■/•o,  >-o,  -0,  X,  r,  z)  +  J>j(.r„,  j„,  -„,  .r,  y,  z), 

el  faisons  tendi-e  le  ra\on  z  de  la  sphère  (D  vers  zéro;  ré(pialiou  (17) 
nous  donnera 


?î 


f'J  y-^o)  ^  0'  "0)  ■'  oî  ^^0)  "0^' 


fiù  i  est  le  coefficii'ul  <lc'  I  imil(''  iiMai;inaii'e  dans  a. 
Or  nous  avon^ 


,x^^.  (a-+-  ihy 


a    -/fJ, 


sril   r.K   tii;vi;i.oi'im:mi:nt  h  ink    ionction   ahiiithmhi:.  )  i 

(Il  Ht 

il  viiMiiIra  doue 

•^    >'''  ~  Sr.a  ^  ? 

iî.  .To  iiit^  propose  de  déinonlror  maintenant  (|iip  lors(|iH'  rin<''j;a- 
lilc'-fi'a)  rsl  vriifiée,  on  penl  trouver  une  constante  positive  II  telle 
(|ne  Ton  ail 

(20)  !<'', 

(pielli'  (pi<'  snil  la  |)iisili<>ii  du  point  (-l'o,  y„,  ;„  jdans  le  domaine  (Hj.  .le 
m'appnii'i  ai  puni'  ((da  sur  ce  fait  (jue  ^  vérifie  l'équation  (18)  et  que, 
dans  les  coadil  ions  où  nous  nous  sommes  placés,  celte  fonction  pourra 
être  délerminci'  jiar  la  nulhode  d'intégration  exposée  dans  les  pre- 
niiei's  numéros  de  la  présente  Section.  Soit  d'ahoid 

(-)  i^^li;- 

Désignons  par  (  )  ir  [)i)lnl  di'  la  surface  (S)  le  plus  voisin  du  [)oiul 
(■^'oj  >'o)  ^0.))  pi'i'  f^  l'T  distance  de  ces  deux  points  et  par  II  une  longueur 
constante  dépendant  unitpiement  de  la  surface  (S)  choisie  de  façon 
que,  sous  la  condition  ^=R,  le  symétrique  (-£,,71:^1)  Jn  point 
(.x-jj^o,  Zg)  par  rapport  au  point  O  soit  extérieur  au  domaine  (D)  et 
que,  de  plus,  le  point  O  soit  le  j)ointde  la  surface  (S)  le  plus  voisin  du 
point  (xt,  y,,  z,).  L'existence  de  la  longueur  11  est  une  consécpienec 
immédiate  de  riiypothése  faite  an  sujet  de  la  surface  (S).  Soil  d'abord 
(/>  11.  On  conclura  immédiatement  de  la  formule  (i  1)  que,  dans  ce 
cas,  le  modide  de  g  et,  à  plus  forte  raison,  la  valeur  absolue  de 
o2(*o>>'oi  ^o.-i'o>  J'o) -0)  ne  dépasseront  jias  une  limite  assignable. 
D'ailleurs,  l'inégalité  (21)  nous  donne,  en  tenant  compte  de  la  relation 
^  =  — 2o/>,  ]^|>>a-.  Il  suffit  maintenant  de  se  reporter  à  l'équa- 
tion (i())  pour  être  assuré  de  l'existence  de  la  constante  II  qui  figure 
dans  l'inégalité  (20).  Supposons  toujours  que  l'inégalité  (21)  ait  lieu, 


j()  s.     /.\HF.M1!V. 

mais  soil  niiiiiitciiaiil  '/V;  K.  Désinnoiis  jiar  /',  la  dislaiicc  du  jioiiil 
{■',  y,  :•)  au  j)oiiil  {-c,,  j>',,  ;,  )  cl  posons 

1  22)  -  ==  -  ^  -  -  +  o(./;,  y,  z). 

4  "       '1 

La  louclinu  c  \riilicia  rc''(|ualioii 

A9  +  ?o  =  n, 

ol  le  iiiodiilc  ik'  crilc  rouclinii  Mir  la  surface  (S)  ne  (li'passcia  pa^  la 
(juantilé  II'  -^lliiicf,  où  H' cl  H"  sont  fies  coiistanlcs  positives,  (lo|ion- 
daul  uninueinenl  do  la  surface  (S).  I'>n  suj)posanl,  ce  (|ui  est  permis, 
que  R  soit  assez  pclil  pour  que,  sous  la  condilion  d^  U,  rinéi;alilc  (i  /i) 
ait  lieu,  on  déduira  de  là  cl  de  l'équalion  (22)  que  l'on  aura 

\g(-i-o,yo,^.,'ro,y<n=.)\<Tz b 1  +  -^^L(H  +H  m,l). 

l'ar  consccpicnt,  lécpialion  (  i[))  nous  donnera 

où  A',  B  cl  C  sont  desconslanlcs  ne  dcpenilanl  (pic  de  la  surface  (S). 
D'ailleurs, 

,    ^ .  m- de'"''  __  ni^ade-"'' 

^~'^>  ^T^       ■"        a»? 

cl 

,     .,  rtl'  o-'-t-ft'  I  />      I 

(2>) 


f/'p  so'/'  2a/<         3  a'  f/ 


<  )r,  rinci;alilc  (12)  nous  donm- 


TT  —  ~ „■,        *C  ^") 
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l"(''(|Uiili(jii  (  y!  j)  nous  donnera,  par  consc'fjncnt,  en  li-iianl  (oniplc  di,' 

riii.\i,Miit.'-  (21), 

•  lune,  on  vorlu  de  l"r(|iialiitii  (2]), 

I  m'de~'"'  I    ^  I  /  I  ;\ 

cl  cuilunc  /il  >  a,  rincj^alittj  ('-ii  j  nous  donne 

d  \  iciil,  par  c'ousripicul, 

^  ~  '-^  1        a'^       I  "^  a  T  " 

F/iiii''!^  alité  (21)  entraîne  la  consé(juence  |  p  |^«'-;  on  aura  à  cause  de 
cela 

I  rt?  I         I  m 
I  ap  I  ^  a  a'' 

d\»ù,  à  caus<'  dt?  rini'jralilé  (12), 

11  résulte  iniincdialeinenl  de  celte  inégalité  el  des  inégalités  (,2<i) 
el  (23)  que  la  constanle  II  (jui  figure  dans  l'inégalité  (20)  existera 
dans  le  cas  (pn;  nous  venons  d'examiner. 

Il  nous  faut  luainlcnant  envisager  le  cas  où,  au  lieu  il'avoir'  lim^ga- 
lilé  ('il),  on  a 

La  relation 

—  a  =  a-  —  />^ 

nous  montre  (pie  a  sera  négatif  el  ijue,  si  /  est  un  nombre  positif  id 

Journ.  de  Malh.  (.'■•  ii'-rio),  tome  VI.  —  Fasc.  I,   hjuo.  'à 


as  s.     •/.  MtKMIM. 

([lie  l'on  ail  /-  —  —  a,  on  aiira 

Dosii,mons  ])ar  (î  la  fonction  à  laquelle  se  rédiiil  la  fonction  (i 
lorsque  ?  se  ic'MJnil  à  —  /- ;  on  aura,  comme  l'a  remarqué  M.  Poincaiv 
dans  le  MiMuoiic  ili'jà  plusieurs  fois  cité, 


(28)  fv,--ch<^^. 

•  i> 

Le  coeflicienl  (1.  de  l'unité  imaginaire  dans  la.  fonction  (i  vérifie, 
comme  nous  avons  déjà  eu  Poccasiou  de  le  remar(|uer,  ré(|nalion 

\Vi,  -\-  %Ci,  -+-  ^(i,  =  o, 

on  (i,  est  la  pallie  réelle  de  (i,  dans  toiile  l'cMcndin'  du  domaine  1), 
exception  faite  du  point  {.i.\,  y„,  z„)  où  erlle  écpialion  n"a  pas  de  sens. 
Nous  auions  donc,  puiscpie  a  =  -  /-, 

Ad,-  /-(",,  4-  ^(l,  =  o. 

On  sait  (pic  la  ionclion  (l,  reste  linie,  même  au  poini  (.'■„,)'„,  ;„), 
et  que  SCS  dérivées  du  luiiniiiordrc  par  rapport  à  (x,  )\  z)  sont,  dans 

le  voisinage  du  point  (x,,  y„,  :„  ),  de  rordre  de  grandeur  de  ->  r  étaiil 

la  distance  des  [)oints  (x,/,  :;)  cl  (-fa,  y»,  -o)-  Or,  il  est  aisé  d(<  s'as- 
surer (|u'unc  fonction  •\i(:c,y,  z)  qui  s'annule  sur  la  fronliére  du  do- 
maine (D),  qui  reste  finie  cl  continue  au  point  (-l'a, yo,:n)i  <1""'  ''"^ 
dérivées  premières  dans  le  voisinage  du  point  (.c„,  y„,  z„)  sont  de 

l'oi-dif  de  grandeur  de  -  et  qui  satisfait  i'i  r/'ipiallnii 
A'}  -  P\>  +  '^V>,^o 
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dans  loiili'  ri''li'ii(liic  (In  doiiiiiiiK.'  (  IJ  ),  sauf  an  pi  il  ni  (  f,,,  J„,  z„  ),  iloil 
lorctMMrnl  se  cunl'ondro  av(.'c  la  ioiicliijn  (J_,.  Nous  aurons  donc,  en 
(K'-signanl  comme  plus  liant  par  G'  la  foiiclion  dc(  Jii-cn  pour  ;  —    -  /-. 

^  ?  A",  (■^•u,  7,n  -„,  ■'■■',  y,  =')^''(-'-;  y,  :, .'/,  y,  z)  d~, 
•^11 

où  il-  est  rélémcnl  do  volume  lolalif  au  point  (./;',  y',  z').  On  d(''diiil 
de  li\,  en  tenant  compte  de  rinéyalité  évidente, 

et  en  s'ap|)uvaut  siii  rin(\i;alilé  (liS), 

IC.KiPl^L; 

on  aura  donc,  en  désii^naul  pai'  r^  une  fonction  donl  le  module  i'>i 
inférieur  à  i, 


D'ailleurs, 


t^'.(-r.„  y„,  --,,  .r.,,  y„,  z.^,)  =  -±  +  ii, (.>;„,  y, „  ;„.,,„,  y,,,  -„  ,. 

Il  xieudia  donc,  en  dési-naul  par  r,,,  la  valeur  de  la  fonction  r,  au 
point  (  ./■„,  y„,  z,,), 

B-^ U;ry«,  -«,  ■'■\„y,„  -»  ^  =  7^  -^  3  }-^ r,„. 

Ou  trouve,  eu  poilant  celle  \aleurde  -,  dans  lé,pialion(  h,)  el  eu 
se  rappelani  cpie  [i  =  —  2a/i, 


I 


s/s^t'^"' 


(')()  s.     /VIIEMRA. 

flnù 

(loi'i  oiiliiK  à  laidi"  di'  liiK'^ialilé  (27), 

8-  \'S<r 

ce  qui  prouM'  (\uv  dans  ce  cas  encore  linégalilé  (20  )  sera  vérilii'-e  si  H 
osl  convenalilcnii-nt  rlioisi. 

III.    -  Intégrales  analogues  à  celles  de  M.  Schwarz. 

<>.    (  ]liaiigO(jns  dans  liMpialion   {])  z  en  ç  H- //    el  tléveloppons  la 
fonction  u  suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  //,  soil 


(-9) 


U=^Uj/,' 


Les  résultats  élablis  par  M.  Poincan''  rendent  cerlaiMi-  la  po-siliilln' 
de  ce  développement,  développeniiMil  (|iii  nous  serxiiaà  ImuM  r  nm' 
limite  supérieure  du  module  de  i/. 

.I"ohscrve  «jue  les  fonctions  </„,  //,,  i/.^,  ...  saniiuli-nt  toutes  sur  la 
surface  (S)  et  qu'elles  satisfont  dans  loulc  retendue  du  domaine  (D) 
rpie  limite  la  surface  (S)  aux  éijualions  sui\antes  : 

,  l  A//„ -4- ;  ?/„ -t-    /    =0, 

j    lu,  -+-  l  Uj  -I-  Uj_,  =  0  (./'  =  ">  '-i.  •^.  ■  •  •  )• 

Mettons  en  évidence  les  parties  réelle  cl  imaginaire  de  eliaeuue  di-s 
f|unntités  fpie  nous  avons  à  considérer  et  jiosons  à  ret  eilet 

?  -  a  -f-  '•  ?, 
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l>('s  l'oiiclions  Py  cl  (.)j  s'aiiiuilcroiil  loulcs  sur  la  suiiaco  (S)  cl 
alisl'iToiit  à  liiiliTiciir  (If  celle  surface  aii\  é(|tialioiis  snivanli's  : 

Al'„4-al'.,~,30„^  /.  =o, 
,  i(^)„+aO„  +  ;5P„+  /,  =:o, 
'  j^lv^alV-?Q,.  +  lV.=o 


(/  =  1 ,  '-i,  îi  •  •  •  ). 
A(.),  +  aO,4-^lV4-0,_.     .o  )  ^         '    '    ' 

Désignons  par  i/-  un  élément  de  volume  cl  posons 

On  (léduil  dos  C(piations  (  îi)  et  de  la  lelalion 
léipialion 

()n  li()u\e  d'une  façon  analogue,  en  faisant  usage  dos  relations 

cl 

r(Q;_,AQ,-Q,AQ,_,)^/--o, 

"  1)  -^D  i   II 

il  vient,  en  ajoulanl  ces  étpialions  iuend)re  à  membre, 

<'^î)    -'y  .  =  rM'AlV.-2!în^_,)4-Q,((.),.,  +  -23i',  ,)|,/t. 


b2  s.     ZVREMBA. 


7.   Considérons  pour  un  inslaul  (jiialre  fondions  (|U('Uon(|U("s  •;,  ç,  . 
■i,  'V  (li>s  varial)l('s  ./•,  >•,  r  et  posons 

LinlL-i^ralo  suivante,  où  A  cl  7/  soiil  rlcux  |)aiaini'-tios  rools  variables, 
ne  deviendra  jamais  négalivc  : 

fl(^  +  A'o')^'4-  (X|  +  ryy](/-  =  am.  +  2  a// m  -h  x  --.N; 

on  aura  donc 

(35)  .\P<L.N. 
Soient  (Faljoid 

réquation  (34)  et  rincgalité  (35)  nous  donneront 

doù,  en  ti-nanl  comijjIc  de  l"cc[uali<ui  (pu  si;  didiiil  dr  I  i(piati(jn  (  33  ) 
en  y  cliani;i'anl  y  m  /'  —  i , 

(36)  -IjX-'.-V.- 
Soient,  en  second  lieu, 
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il  vii-iidiii,  à  causi'  de  l"(''(|iiiition  (33  ), 

d'où 

(37)  rh<h->- 

Posons 

i  ,  =  [(/;  ■^/r)<i- 

'  I) 

on  verra  aiséiniMil  ([uc  los  iMé^alilos  (30)  cl  (37)  auront  lii-ii,  iiiènio  si 
Ton  fail  y  =  i  dans  la  première  cl  J=o  dans  la  seconde.  Il  résulte, 
par  conséquent,  de  ces  inégalités  que  la  suite 

^^^)  è'  v  T.'  - 

sera  croissante  el  convergente  cl  (pielle  auia  pour  limite  un  nombre 

au  plus  égal  à  ^,;   représentons  ce  Moud)re  par  j:,,  où  /  est  un  nond)re 

positif. 

Je  dis  que  /est  précisément  égal  an   ra\on  de  cou\ergeiicc  de  la 
série  (29).  En  eflet,  on  a 

//„=  f    f  G  (h, 


Uj=jUj_,C>d-, 


d'où  il  est  très  aisé  de  conclure  que  le  rayon  de  convergence  /'  de  la 
série  (29)  est  au  moins  égal  à  /,  ijuelle  que  soil  la  position  du  point 
(^x,y%z)  dans  le  domaine  (D).  Soll  /,  un  nombre  positif  aussi  voisin 
de  /'  (pic  l'on  voudra,  mais  plus  petit  que  ce  nombre-là.  On  pourra 
trouNcr  une  constante  positive  A  telle  que  l'on  ait,  quelle  que  soit  la 
position  du  |)oiiil  (.f,  y,  r)  dans  le  domaine  (D), 

\"j\<-ir 


G'i  s.     Z.VUF.MnA. 

on  /j  l'sl  lin  nuinlnc  vrrilianl  les  in(''i,'alilrs 

mais  (laillours  <(uclcon((n<>.  Si  donc  Ton  flrsiun''  J'iii  I'  lr  \olunii'  ilii 
iloniainr  (  0  ).  on  anra 

AIT 

•''<V- 

< '.lia  luonvi-  i|uo  le  ra_\on  de  convcrgonco  de  la  série 

;=0 

est  an  moins  égal  à  /..  cl  <liic,  par  suite,  il  rst  pins  giand  (|ne  /,.  Dail- 
lenrs,  ce  ravon  de  converjjeiice  est  évidemment  i''i;al  à  /,  donc  l  ini''i;a- 
lité 

/|  <  /' 
en  Irai  ne  l'inéiifalité 

et  cela,  si  petite  <pie  soil  la  dillérence  /'  —  /,.  On  en  conclut 

ni. 

(  )f.  nous  avons  di'jà  \n  (pie 
donc 

l  ^:=   I  .  C.      (,).      V.      II. 

IV.         Possibilité  du  développement. 

8.   Considérons  la  suite  (i  )  déllnie  dans  II  ni  loil  net  ion  et  pi  opo>ons- 
noiis  d'estimer  la  valeur  de  la  dilTéreucv 

/r,+,  —  kj. 

M.    l'iiincan''  a  inoiiln''  ipie  Ion  peut  tronser  une  con^iaiili-  |io>i- 
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li\f  M  t. 'Ile  (|ue  rmi  ail  • 

i'.r\[f  iiK'^iilili'  lie  pciiiicl  [las  (l'ariiniici'  ipic  l'on  ail,  (|ii(j1  iiuc 
soil  y, 

mais  il  existera  corlaiiieiiieiil  une  suite  infinie  de  iiomlires  entiers  el 
posilil's  croissants 

/'m     p.,     p„      ... 
Irllc  ([iir  riiii'-oalilé  précéclenle  soit  vérifiée  sons  la  condilion 
j=/j,  (e  =  r,2,  3,  ...). 

II  est  aisé  de  conclure  de  là  que  l'on  aura 

('^9)  /•,....  -  /',..>  j.,  '''     ■    ,        (  «•  =  .,  2,  3,  . . .). 

(À-la  posé,  je  passe  à  hulélinition  des  contours  (C,),  (C),  (C^),  ... 
considérés  dans  rinlroduction.  Soit  Oa  Taxe  des  quantités  réelles 
et  O  li  celui  des  ipianlilés  imaginaires  dans  le  plan  de  la  variable  ima- 
i;inaiie  :.  .rap|ielle  K„  el  K,',  les  points  situés  sur  Taxe  Oa  ipii  ontpour 
abscisses  respectives/.-,,^  et  /y^„  je  désigne  par  Iî„  le  milieu  du  seg- 
ment K,.K,',  et  je  construis  le  point  B,',  qui  a  OH,,  pour  abscisse  et  dont 
r<ii(lniiiii''e,  siip]iosée  positive,  est  déterminée  par  récpialion 

(io)  \ïw,.  =  rmi. 

Désignons  par  15,,  le  symélriipie  du  point  IV,  par  rapport  à  l'axe  Oa 
«•I  dé(  ii\oiis,  en  prenant  le  point  O  pour  cenire,  un  are  de  cercle 
H;.M,I'.,.  iviK-nnlranl  la  partie  négative  de  Paxades  quantités  réelles  en 
lin  |i(iiiil  M...  Le  contour  H|.M., I}^I5,,IV,  sera  le  contour  (C..V 

Joiirn.  de  Math.  (5*  série),  tome  VI.   —   Fasc.    I.   19011.  C) 


6(>  s.     ZvnEMRV. 

î).    CoiisidÏTOiis  (liiiis  le  plail  de  la  variahlo  iinairiuaiiv  :  la  hiaiiolir 
ifrlle  (le  la  courho  (|iii  a  pmir  ('(jiiatiDii 

elle  pailairc  le  plan  en  deux  régions  (lî)  et  (U'\  dont  l'nne  (K)  eon- 
tienl  tons  les  arcs  H^.M^B,, .  Je  dis  que  lorsque  le  module  de  ç  croit 
indëfininieni  et  lorsqu'en  même  temps  le  point  qui  a  le  paramètre  S 
pour  aflixe  ne  sort  pas  de  la  rép;ion  (R),  la  valeur  asymptotique  de  la 

fonction  u,  intéfjrale  de  l'équation  (3),  est  —  v-  l'-u  d'autres  termes. 

dans  les  conditions  (pii  viennent  d'être  dites,  re\j)ression  çtt  -^  f  a 
zéro  pour  limite.  Kn  elTel,  nous  avons 

u=l'/C.rl-, 
d'où,  puisque  /"s'annule  sur  la  surface  (S), 

"  =  -  4  -  F    l\f^'  'f-, 


M  liieii 


par  consé(|uent, 


••  Il 


ce  <pii  di)une 

CrO  V/^+/r'<l/"iA/'|w/T, 

où  I  repn'-si-nte  la  quantité  définie  par  ['«'(pialion  (  15). 

On  verra  aisément  <jue,  dans  les  conditions  où  nous  nous  sommes 
placés,  linépalité  ('-Jo)  sera  applicable  à  partir  d'une  certaine  valem- 
assez  grande  du  module  de  ?;  l'inégalité  (/{?-)  nous  montre  donc  que  la 
quantité  w;  -+-  f  tend  uniformément  vers  zéro  comme  il  s'agissait  de 
létaldir. 


SUR    T.F.    DKVELOPPEMENT    It'uNE     FONCTION     AnBITHAllIK.  G^ 

Il  rôsullc  (If  ce  (jiii  vicnl  d'rlrc  démonlru  que  l'inléj,'r;ilc  curviligni- 


(^■5) 


j         iidi, 


pi-isc  suivaiil  l'iiic  (11' (■••iclc  H'.  \l,,  15^,,  il  —  2-//' [ifxir  liiiillc 
10.    Il  l'iiiit  |)i()ii\<T  iiiaiiilcnaiil  (|uc  riiili'jiialr  rcclilii;iir 

a  zéro  pour  limilc  lorsque  v  croit  indéfiniuicnl,  cl  pour  cela  il  suflira 
évidcniiiu'iil  de  montrer  qu'il  en  est  ainsi  de  l'inlégrale 

(./,5)  f"'^'^- 

Uésignuns  par  ji^  la  longueur  arilliniélique  du  segment  13^13,,  et  soit 
X  la  distance  du  point  B,,  à  lui  point  variable  situé  sur  B^B^,.  On  aura 

(46)  •  \I"(^-\<J    l«k/>- 

(^lierclu)us  à  déterminer  une  limite  supérieure  du  module  de  1/.  i.a 
série  (29)  nous  donne,  en  y  remplaçant  h  par  —  ki  el  eu  taisant  rnïn- 
cider  le  point  qui  a  ^  pour  afiixe  avec  le  point  B^,, 


d'où 
(47) 


;  =  0 

|«|<V|„.|V. 


G8  s.     y.AREMBA. 

D'ailleurs, 

Uj=  I  II  I    ,  (  i  f/- . 
•  Il 
ildù 

^{8)  „.=  _1^_^  fsuj_,v.d-. 


Posons 


Il  résulte  des  hypothèses  faites  au  sujet  de  la  t'onction  /'  que  vv„ 
prendra  la  valeur  zéro  sur  (S),  (|ue  la  quanliU'  An\,  existera  et  ([uc 
Ion  aura 

(49)  A*x-„-t- ;n„-4- F  =  (>. 

D'ailleurs,  les  quantités  u,,  av.,  o-,,  ...  s'auMuli-idul  loulrs  >ur  la 
surface  (S)  et  vérifieront  à  l'intérieur  de  celte  surface  les  é(|uali()ns 

(  )o^  An-  +  liVj  -f-  Wj_,  —  o         ij  =  i,  -'.,  '>,.■  ■)• 

(  )m  voil  de  suite  (pie  les  cousid(''rations  développées  dans  la  See- 
lioii  111  an  sujet  des  inléj^rales  .ly  sont  applieahles  aux  inli'i^rales 


(5i) 


La  suite 


sera,  par  ronséipient,  croissante  et  convergente.  On  s'assurera  d'ail- 
leurs avec  la  plus  grande  facilité  (pie  la  liiiiilr  de  n-ilc  suite  sera  étfale 
à  la  limite  de  la  suite  (38)  en  supposant,  hieii  entendu,  (pie  ces  deux 
suites  se  rapportent  à  une  même  valeur  de  ; 


SUH    LE     DÉVELOPPEMENT    d'l'NE     FONCTION    Ml  BIÏIIAIHE.  ()(J 

Hoporlons-nous  aux  nolalions  (lofiiiies  au  n"  8  i-l  posons 

(■i2)  /,=  îj7r;. 

JjC  rayon  do  convergence  de  la  série (  ^7)  sera  égal  à  /^;  donc,  en  vertu 
de  ce(|ui  a  été  établi  à  la  lin  du  n"  7,  la  limite  commune  des  suites  (38» 

et  (5i)  sera  égale  à  ■.,■  On  aiini  donc 

Nous  concluons  de  là  et  de  Téqualion  (4^),  en  désignant  par  c.,  le 
module  de  ^  et  en  conservant  à  la  lettre  I  la  signification  ijue  lui 
assigne  ré(jualion  (i5), 

(•^3)  ,„^|<li'>^  +  v^      (y==.,.,:v..). 

Posons 

«,=  oir  =  -'-'"' "^^'>-'- 

Il  résnilc  de  rinégaiilé  (jcj)  ([ii'il  «-vislera  une  conslaiile  positive  C, 
telle  (|iie  l'on  ait 

'  Kl, 

Si  donc  Ton  pose 

Ton  aura 

et  rinégalilé  (53)  nous  donnera 

(.55)  |„.|<K^-^v;i%:.. 


-ro  s.    ZAnEMnA. 

Ov,  il'apivs  ri>  (|iii  a  rlr  cl.ihli  an  miiinri)  iin'ci'ilini.  il  oxisirra  ccr- 
laiiioiiwiil  mil'  rniislaiilc  iiosilivc  A,   ti'IK'  que  roii  ail 

il  rosulte  de  là,  fie  rinégalilé  (x))  cl  do  ce  que  les  qiianlitc'-s 

h     0.      I 

lendiMiI  VOIS  zi'to  lorsque  f  croit  indrliiiinient,  qui'  Fou  auia 

(■55)  \uj\<jjj, 

sous  la  seule  coudilioii 

(j6)  r>«, 

n  élaul  uu  entier  positif  assez  grand. 

On  conclut  des  inégalités  (4")  cl  (55)  que  sous  la  rondiliou  (56), 
Ion  aura 

I  "  l<  -^ 


l^onc,  à  cause  de  l'inégalité  (-^0), 

d'où,  en  tenant  compte  de  ré([uation  (54), 


Or  les  quantités  X„  et  j3^  sont  (!<■  rordn-  de  grandeur  d<'  a,'!  i-l  p.,  est  du 
niénic  ordre  de  grandeur  que  ex.,.  Il  suit  de  là  que  le  second  Mii-iniin' 
de  l'inégalité  (57)  tend  vers  zéro  lors([ue  »•  croit  indélininienl .  Doui' 


sLii   i.K    iii;\  i:i.()IM'i:mi:nt   d  i  nk    fonction   muutiiaiiu:.  -i 

li)rs<|iic    r  cinil    iiiili'liiiiinriii    le    iiiodnlc   ili;   rinl('-<(ralc  (V'O   ^-l,    [jiii 
siiilr,  ((lui  (Ir  riiili'^rale  ('|  { )  I<'ik1ciiI  \(ji-s  zéro. 

11.    I.,('s  propositions  clablios  clans  les  doux  luiniéros   pr('(  l'dcrils 
coïKltiisL'iil  à  colle  conséquence  que  l'inlégrale  curvili<ifne 


9.-I  J  . 


a  — /'(x,  y,  z)  [H)uv  liiiiilc  lors(|ii('  I  indice  r  ci'oil  iiidéliMiincnl.  (  j-la 
posé,  il  suflil  de  se  rcjmrlor  an  §  XI  du  Mémoire,  déjà  si  souvent  cité, 
de  M.  l'oincaré,  pour  reconnaître  que,  si  l'on  désif;;ue  par 

(58)  A,,     A„     A; 

des  constantes  eonvenahlonient  déterminées  et  (pie  si  l'oi   pose 

en  oon\ ('liant  de  faire /J,,  =  o,  la  série 

l'  =  l 

sera  iinit'orinéinent  convcrgenlc  dans  tout  le  domaine  (D)  et  aura 
f{j-,y,  z)  pour  somme.  C'est  le  théorème  énoncé  dans  rinlroduclioii. 
J'ajoute  (pi'il  est  aisé  de  conclure  de  la  convergence  uniforme  de  la 
série  (  h)  )  et  des  propriétés  de  l'intégrale  (2)  (pie  l'on  aura 


/-.. 


7'J        s.  ZMtEMI'.V.    —    srn  le  PKVEI.OPPEMEM  D  LNE   lONCTIf»  AIiniTIlAlIlE. 


V.    -  Sur  le  problème  de  Dirichlet. 

12.   Je  dcsiro   faire  remarquer,  en  tcrmiiianl    n-  liavail,  (|iic'  l'dii 
peut  déduire  de  la  méthode  que  j'ai  donnée  pour  inlégrer  ré(|ualion 

((io")  Si  -I-  :c  =  (> 

une  démonslralion  très  simple  cl  très  générale  du  ])iiiicipe  de  Dirielilet. 
l'-n  eflet,  désignons  par  /  un  nombre  j)ositif"  assez  grand,  posons 
;  =—  (-  -\- Il  et  dévelopj)ons  f  suivanl  les  puissances  entières  cl  posi- 
tives de  //.  Soit 


((io  '•= y  «■>/'' 


«ni  verra  facilement  (juc  les  fonctions  ly  pourront  toutes  être  calculées 
par  les  méthodes  (pie  jai  exposées  et  ([ue  le  ravon  de  con\ei'geuce  de 
la  série  (G i)  sera  plus  grand  que  /'.  11  suffira  donc  de  faire,  dans  la 
série  précédente,  /i  =  /-  pour  que  la  somme  i-  de  cette  sérii-  repré- 
sente la  solution  du  problème  de  Dirichlet. 


;in    USE     EXTENSION     DU    CAI.CIL    DES    SUBSTITl-TIONS    I.l>K\inES.      'ji 


Sur  uni'  extension  dit  cale///  des  siihstlt/illoi/s  linéaires: 
Par   m.   Cyparissos  STÉPIIAIXOS. 


La  théorie  des  substitulions  linéaires,  appliquée  à  rélude  des  tonnes 
bilinéaires  cl  quadratiques,  a  conduit,  par  les  travaux  de  Cayley, 
jjoi-cliardt,  liesse,  La^aicrrc  et  autres,  à  un  calcul  symbolique  à  mnl- 
li[ilication  associative,  (pii  oilVe  de  i^rands  avantai^i-s  dans  l'étude  de 
ces  théories. 

On  doit  à  M.  Frobenius  d'avoir  présenté  ce  calcul  sous  une  forme 
très  convenable,  par  l'adoption  de  la  notion  de  la  roniposlllo/i  des 
formes  bilinéaires. 

C'est  de  ce  calcul  que  nous  présentons  une  double  extension  dans  le 
présent  travail,  en  introduisant,  à  côté  de  la  conqiosition  (ordinaire) 
des  formes  bilinéaires,  deux  autres  opérations  que  nous  désignons  sous 
les  noms  de  conjonction  et  de  composition  biallernéc  des  formes  bili- 
néaires. 

La  première  de  ces  opérations,  d'une  définition  très  simple,  corres- 
pond, dans  le  cas  de  deux  formes  bilinéaires,  à  un  mode  de  composi- 
tion de  deux  déterminants,  considéré  d'abord  par  ISL  Kroneckcr. 
D  après  cette  opération,  en  parlant  des  deux  formes  bilinéaires 

A  =  i  a,j  ./•,  /ij ,  13  =  S  b^iy^  i; 

(i,J=  1,2,...,  m;  /»,/=  1,2,...,  /i), 

Journ.  de  Math.  (5'  série),  tome  VI.  —  Fasc.  I,   lyoo.  I*^ 
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on  rst  coiiiluit  à  une  noiivrllr  foirin'  hilim'jiitc 

Kn  |)articulirr.  si  Ion  pose  1'-  — -  X. »",;/,,  V  =  —  \ai„,  on  a 

Noire  allenlion,  sur  celle  opéralion,  a  été  altirée  par  ce  fail,  (jue  ,w' 
l'on  considère  les  déterminants 

|A-XEi,     IB-XFl,      AxB-aExF;, 

obtenus  en  retranchant  X  des  éléments  de  la  diagonale  principalr 
des  déterminants  des  trois  formes  bilincaires  A ,  B  cl  \  x  1], 
r équation  |  A  X  B  —  XE  X  F|  =  o  a  pour  racines  les  mn  produits- 
des  racines  de  |A  — XE|  =  o  par  les  racines  de  jB  — aF|  =  o. 
Comme  corollaire  de  celle  propriélc,  que  nous  avons  réussi  à  gém-ra- 
liser  d'une  manière  loulc  nalurelle,  on  retrouve  la  formule 

,AxB|  =  |A|"|B|"', 
due  à  M.  Kronooker. 

La  seconde  opéralion,  lappclanl  la  multiplication  alternée  de 
Grassmann,  a  une  relation  intime  avec  la  théorie  des  transformations 
linéaires  des  coordonnées  pluckéricnnes  dos  diverses  variétés  liiiéains 
(droites,  plans,  etc.)  contenues  dans  un  espace  à  plusieurs  dimensions, 
ou  encore,  si  Ton  veut,  avec  la  théorie  des  adjointes  successives  d'une 
forme  hilinéairc,  obtenues  en  bordant  le  déterminant  de  cette  forme 
par  plusieurs  séries  de  variables.  Ainsi  le  produit  bialterné  de  s  formes 
égales  à  A  est  une  forme  bilinéaire  A'  dont  le  déterminant  a  pour  i-lé- 
menls  les  mineurs  d'ordre  s  du  déterminant  de  A. 

Nous  avons  eu  occasion  ào  nous  occuper  de  cette  opération  eu 
partant  de  celle  propriété  (' ),  (]ue  le  déterminant  |A'—  XE'|,  obtenu 
en  rcli  ancliant  X  de  tous  les  éléments  de  la  diagonale  principale  du 


(')  01)lciiuc  aussi  par  M.  G.  Rados,  dans  son  article  Zur  Théorie  dcr  aJjtin- 
girten  Siilntitulionen  (  Uutft.  Annalen,  t.  XI. VIII,  p.  (i^;  iSgfi^. 
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ih'terniinnnl  |  A'],  a  pour  racines  les  produits  des  racines  de  l' équa- 
tion |A  —  XE|  =  o  prises  s  as.  Celle  propriélé,  (|iii  coiiipreiul  connue 
cas  pailiculier  le  fail  connu,  di'i  à  M.  Franke,  que  le  (l/liiininaul  !  A^| 
est  égal  à  la  puissance  (      |  de  |A|,  esl  éfj;alein<'Ml  suscrpiiltlc  (riiin- 

g«'!ncralisation  inléressanle. 

Nous  procédons  à  l'élude  de  ces  opérations  |jar  une  niétliude  uni- 
l'oiiue,  basée  SUT  les  relations  fondamentales,  très  simples,  qui  lient 
res  opérations  à  la  composition  ordinaire  des  formes  hilinéaires.  (^es 
relations  sonl,  du  reste,  équivalentes  aux  lois  fondamentales 

(A,  X  B,  X...X  P,)(AjX  B,  X...X  l\) 

=  A,A,xB,B,x...xP,r, 
el 

(AO(At)  =  (A.A,y 

de  certains  groupes  de  transformations  linéaires,  im[iortanls  dans  la 
théorie  des  invariants  ('  ). 

Parmi  les  résultats  du  présent  Travail,  on  voudra  ljii:n  remarque!- 
ceux  touchant  à  la  théorie  de  rélimination  el  qui  sont  obtenus  av(;e 
une  extrême  facilité.  Nous  donnons,  entre  autres,  la  solution  générale 
(les  deux  [)roblénn's  suivants  : 

I.    Etant  données  deux  équations 

/k{l)  —  ;"'-f-  a,;""'  -)-...+  a,„  ,;  +  </,„  =  o, 

fi(f\)  =  V  -^  ^1  ^i'"'  +  •  •  •+  f'n-i  ^  -+-  f>n  =  <>> 

rt  une  fonction  entière  ^(;,  yj)  =  2fp,^Pr|',  représenter  par  un  détei-- 


(')  Voir  le  Mémoire  de  M.  Ilurwilz  Zur  Invariaiilentheorie  {Malli. 
Annalen,  t.  XLV,  p.  38i;  1894),  qui  oITie  certains  points  de  contact  avec  la 
piésente  lillude  et  dont  nous  n'avons  eu  connaissance  qu'après  l'achèvement  de 
notre  Travail.  Les  substitutions  que  M.  ilurwilz  appelle  Polcnztransforma- 
tionen,  et  qui  correspondent  aux  puissances  algébriques,  à  exposants  entiers 
positifs,  des  formes  bilinéaires,  peuvent  conduire  à  des  résultats  analogues  à  ctnix 
lîxposés  dans  le  présent  Travail,  quoique  moins  simples  sous  certains  égards. 
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nii/iani  d'ordre  mn  le  résullat  de  /'eli/ninatio/i  de  ;  et  r,  entre  les 
trois  équations 

II.  Etant  donnée  une  équation 

fÇ:,)  =  ^'"-4-  a,^'"-'  -1-.    .-t-  a,„_,;  +  «,„=  o 

'7    une  fonction   entière  symétrique  des  i^ariables  ^,    ^j,   ...,  c^ 
(s^m), 

fV-îi)  -«JJ  •••j  -îi^  —  ■^''p,  p;...p,->i  -îa  •  •  •  ij  > 

trouver  l'équation,  de  degré  i      \,  ayant  pour  racines   les  (  '  j 

valeurs  que  prend  z,(^,,  ^.,,  ...,  ^,) pour  les  diverses  combinaisons 
des  racines  de  /'(^)  =  o  prises  s  à  s. 

La  solution  de  ces  problèmes  et  d'autres  analogues  est  donnée  par 
des  déterminants  ne  contenant  l'inconnue  X  que  dans  la  diagonale 
principale,  dont  les  éléments  sont  tous  de  la  forme  a,,  —  X. 

Enfm  nous  obtenons  la  solution  du  problème  suivant  : 

Trouver  toutes  les  substitutions  linéaires  entre  les  mn  éléments  X^ 
d'un  tableau  à  m  lignes  et  à  n  colonnes,  qui  établissent  des  substi- 
tutions linéaires  entre  les  mineurs  de  même  ordre  de  ce  tableau. 

Nous  avons  cru  devoir  l'aire  précéder  le  présent  exposé  par  un 
aperçu  sommaire  des  propriétés  élémentaires  de  la  composition  des 
formes  bilinéaires,  dans  le  but  de  rendre  facile  rintclligcncc  des  déve- 
loppements ultérieurs  (  '  ). 


(  '  )  /'.  5.  Un  aperçu  Jcs  rcsuilats  du  présent  Mémoire  a  clé  présenlé  à  l'Aca- 
démie des  Sciences  de  Paris  dans  la  séance  du  (>  mars  1899  {Comptes  rendus. 

t.  cxxviii.p.  593-596). 
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I.  -    Composition  ordinaire  des  formes  bilinéaires  ('). 

1 .    lÀaiil  «loiiiii'cs  deux  iDnm's  hiliiiéairos 

A ,  =  i  a,j  X,  uj,         A,  =  l  a]j  Xi  Uj 
(i,j=  1,2,  •••,"0. 

on  rcpréscnlc  par  A,  A^  la  forme 

A,  Aa  =  la-^a"„jXiUj  (g,  i,j  —  i,2,...,  m) 

qu'on  appelle  produit  de  la  composilioa  des  deux  formes  A,  cl  Ao. 
En  particulier,  si 

A  =  2;  a,y  Xi  Uj,         E  =  2 Xi  Ui , 
on  a 

AE  =  EA  =  A. 

Le  délcrniinanl  |A,Aj]  de  la  forme  A,  A.  est  égal  au  produit  des 
déterminants 

|A,j  =  i;±  «',  («^.■••«i„,„,         IAjI  =  2=t  «",,a'lo  ■..«','„,„ 

des  deux  formes  A,  et  Aj. 

Les  deux  formes  A,  Ao  et  AjA,  sont  en  général  diflerentes.  Mais  si 
A,  Ao  =  A2  A,,  on  dit  que  les  deux  formes  A,  et  A,  sont  échangeables 
entre  elles. 

La  composition  des  formes  bilinéaires  jouit  pourtant  des  propriétés 


(')  L'exposé  suivant  est  conforme  aux  notations  de  M.  Frobenius  [Uehcf 
lineare  Sitbstitulionen  und  hilineare  Fonncn  {Journal  de  Crclle,  t.  8i;  1878)]. 
sauf  quelques  détails.  On  trouvera  dans  ce  Mémoire  de  M.  Frobenius  des  cita- 
lions  intéressantes,  ainsi  que  dans  l'article  de  M.  Sludy,  sur  la  théorie  des  quan- 
tités complexes,  inséré  dans  le  second  fascicule  de  V Encyklopâdlc  dcr  Math. 
Wissenschaflen,  Leipzig,  p.  169  et  suivantes;  1899. 
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<lislribiili\r  cl  aaxocialnr,  piiis(|n"()n  a 
(;A,4- A,)A,  =  A,A,-+- A,A,.         A,(A5-+- A,)  =  A,A,^  A,A, 

(M 

(A,Aj)A,  =  A,(A,A,)  =  A,A,A,. 

Kn  parltint  dune  forme  A  on  poul  consiclLTcr  ses  puissaiires  succes- 
sives A'=  AA,  A'  —  AAA,  .  .  .  (|ui  sont  telles  que 

APA'=  A'AP=  AP*^'. 
Dans  le  cas  où  |  A  '  :7^  o,  on  représcnle  par  A   '  la  fornii- 


A-'=:-   — 

lAI 


o       X,       .rj 
i',„     (i,„i     il,,,. 


-3'.,r'V"/- 


(  ii'ite  forme,  qu'on  appelle  irucrsc  de  A,  satii^fail  au\  relations 

AA-'  =  A-'A  =  E. 

(  )n  remarquera  (juc 

(a.a,...a,)-^a;,'...a;a.'. 

'2.   A  tonte  forme  bilinéairc 

A  =  la^jX^Uj  {i,j=^i,2,...,  m) 

correspond  une  transformation  linéaire  des  variables  x,  celle  qui  rem- 
place .ij  par  'LuijXi.  (]eltc  transformation  linéaire  peut  être  repré-- 
sentée  é<,'alemenl  par  le  symbole  A.  y\  la  forme  I']  =  -x,  w,  correspond , 
••n  j)articulicr,  la  substitution  idi'iitifiuc,  cpii  remplace  Xj  par  j'^. 

A  la  composition  de  deux  formes  bilinéaires  A,  et  Aj  correspimd  la 
(•(iniposilion  des  sulislitutions  linéaires  correspondantes.  Ainsi,  tandis 
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<|iH'  A,  n-m|iliic('  .1-^  par  "La\j.i\n  (]iic  A.  icni|)l;Ko  .r^  [lar  lc/,^-<-,,  la 
sul)slitiilioii  A,Aj  romplaco  Xj  [)ar  -«',^«^^<',  = -(a^y(i^«^^''i j),  <1'' 
sorlo  qu'cllo  a  le  môme  efTel  que  les  deux  siihsliliilintis  A,,  A,  «flec- 
liiées  succcssivemcnl  dans  Tordre  Aj,  A,. 

Dans  le  cas  où  j  A  I  7^  o,  la  Iransformalion  A  a  ^onv  inverse  Va  lians- 
roi'iiialiiiii  cnir'rsiioïKlaiil  à  la  ii)i-iiie  A~'. 

.">.    De  iii(''iiii'  (jur  la  foriiic  Inliiiiairf 

A  =  A(  j-,  u)  =  la,jX-iUj         (/,  y  =  I,  ^.,  ..,  //') 

ili'lunl  mil'  liaiisformatioii  linéaire  A,  qui  fait  remplaeer  Xj  par 
l.a,jJi,  de  uk'mik'  la  loiiin' 

A'  =  A'(u,x)=^'LaijUjX,, 

r|u"on  appelle  transposée  de  A  el  qui  ne  dilTère  de  A  que  par  Yordir 
des  variables  x  cl  u,  définit  une  transformation  linéaire  A',  qui  fait 
remplacer  w,- par  Sa,^  w^,  et  ipidii  a|)])clle  transposée  de  A. 

Le  produit  de  la  conqiosilion  de  deux  formes  A',  et  A,,  transposées 
de  A,  cl  Aj,  est  donné  par  la  formule 

A'  Al  =  Xrt„,rt'„  iiiXi. 
de  sorle  qu  on  a 

a;a;  =  (a,a.)'. 

On  a,  de  même,  en  particulier, 

A'E  =E  A  =  A'. 

Au  produit  A'i  A  j  des  formes  bilinéaires  A',  el  Al  correspond  égale- 
ment le  produit  de  la  composition  des  transformations  A',  cl  A^  corres- 
pondantes, cfTectuée  dans  l'ordre  A',,  Al.  La  transformation  idenliipie 
de  ce  groupe  correspond  à  la  forme  L'. 

L'inverse  de  A'  coïncide  avec  la  transposée  de  A~' =  2a,^.f,//j, 
c'est-à-dire  que  l'on  a 
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La  transformation  A'~'  =  (  A~'  )'  est  appelée  substilulion  coiilraf^rc- 
dicntc  (ou  contraire)  de  A.  La  substitution  A~'  est  évidemment  la 
conti'agrcdientc  de  A'  et  A',"'Aj"'  la  contragrédicnte  de  A,  Aj. 

i.  Si  dans  la  forme  A  =  A(x,  u)  on  soumet  les  Yarial)ics  x  à  um- 
substitution  A,  et  les  variables  u  à  une  substitution  A!,  on  ol)tiont 
comme  résultat  la  forme  AjAA^.  Par  les  mêmes  substitutions  la 
forme  A  devient 

a:a'a;  =  (a,aa,)'- 

Pour  que  deux  substitutions  A,  cl  A^  transforment  en  elle-même 
la  forme  K,  il  faut  et  il  suffit  qu'elles  soient  contragrédientes. 
En  effet,  de  la  relation 

A,EAa=  E, 


soit 

on  déduit  que 

et  que 

doù 


A,A,=  E, 

|A.liA,|^o 
A.=  A7', 

a;  =  a',-'  =  (A-')'. 


.">.  Si  l'on  soumet  les  variables  .r  et  u  de  deux  formes  A,  et  A.j  à 
deux  transformations  A3  et  A',,  on  o])ticnt  deux  nouvelles  formes 

A,  A,  A,     et     AjAjA, 

dont  le  produit  A,  A,  A,  A,  Aj  A,  ne  coïncide  pas,  en  général,  avec  la 
forme  AiA,  AjA,,  obtenue  en  soumettant  A,  A,  aux  mêmes  transfor- 
mations A,  et  A',. 

Pourtant  si  |Aj||A,|  i^i^  o  et  que  l'on  veuille  avoir 

A,  A,  A ,  Aj  Aj  A,  =  A3  A,  A;,  A, 
quelles  que  soient  les  formes  A,  et  Aj,  on  doit  avoir  A,  A,  =  E,  c'est- 
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à-diii'  (|iii'  les  (loii\  Iransloi-iiiiilioiis  A  ,  cl  A.  tloixi-nl  ('-Iri!  coiiliafçré- 
dienli's. 

Oïl  \(.)il  piii'  là  (|iio  le  prodiiil  A ,  A_,  il<' di'iiv  formes  hiliiii'aircs  A, 
el  A^  (iiieli()ii(|iios  ne  conslilue  un  co^aiianl  de  ces  formes  que  dans 
11'  cas  où  Ton  considère  dans  ces  formes  les  u  comme  des  varial)lf!s 
coiilraurédienles  aux  variables  x. 

().  I.  i'(|iiatioM  jA  —  "/,  Iv  =  o  est  appelée  l'wjiiation  ((irarlrrisliqiic 
do  la  formi,'  A. 

Toute  forme  .\,  A  A^ ',  lraiisrorm(''c  de  A  pai' des  suhsliliilioiis  con- 
tragrédientes  A,  el  A',"',  a  la  même  é(jualioii  caraeléristiiiiie  fjuc  A. 
On  a.  en  elTel, 


=  !A,(A  -  aK)A;'!  =  !a,i;a,|-'|a  -  aI':!  =  !a  -  Aii|. 

On  voil  par  là  ipie  Ions  les  coeriicieiils  de  r(''(pialioii  j  A  —  aI'J  sont 
des  invariants  de  la  forme  A,  si  l'on  v  considère  les  //  comme  des 
\ai'ialiles  contragrédicntcs  aux  \arial)les  ./•. 

Soit  (o(  A)  le  plus  ffrand  ctuumun  diviseur  des  mineurs  d'ordre  ///  —  i 
du  di'ierminanl  \\  —  'k\1\  el  posons 

Dans  le  cas  où  l^'ipialion  ■\>(  A  )  —  o  n'a  (pie  i\^'_^  racines  simples,  la 
forme  A  peut  être  mise,  au  moyen  de  suhsliliilions  A,  el  A,  '  convo- 
naliles,  sous  la  forme  canoniipn? 

A,AA;'  =  I^,.c,'/,- 

(  Il  en  est  ainsi,  eu  parliculier,  dans  le  cas  où  ré(piation  \\  —  XEI  =  o 
a  tontes  ses  racines  inéji;ales.) 

Au  moyen  de  cette  expression  canoniijne  on  voil  (pie,  si  l'on  consi- 
dère une  fonction  entière  quelconcpn^ 

o(:a)  =  v,^.v 

Journ.  lie    Math.   (  J'  si'rie),  loinr  VI.  —  Fasc.  I,  H)I)ii.  I  I 
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(lo  la  fonnr  A.  on  aura 

A,o(A).\,'  =  l9(?,>x,//„ 

dOi'i  l'on  (Icdiiil  qnr  l"(''f|iialion  caraclorisliquc  [cp(A)  —  aK|  =  o  de  la 
forme  9(  A)  a  pour  racines  les  m  valeurs  de  9(^/). 

Celte  conclusion  subsiste  pourtant  dans  tous  les  cas,  ?,,  H..  . . .,  H,„ 
dcsig^nant  les  racines  de  |A  —  W\\  =  o. 


II.  —  Conjonction  des  formes  bilinéaires. 
7.   Etant  données  doux  i'ornies  hilinéaircs 

A  =  lOij  ./■,  iij  (/,  y  =  1 ,  2,  .  .  . ,  ni  ), 

n  =  I^A,  1-,  1/  C/'-,  /=  I,  2,  .  .  .,  n), 

on  peut  en  déduire  une  nouvelle  foinie  hilinéaii'e 

A  X  hzzzZa/jh^iXi^l'j, 
(/,  7  =  I,  2,  ...,  //^;  A,  /=  1,2,  ...,  «), 

en  reniplarant,  dans  le  pinduit  alf,''ébri(|ue 

de  ces  formes,  les  expressions  x,j'a,  «,i/  par  les  variables  \,a,  l'^v. 
Kn  posant 

( /  =  1 ,  2, . . . ,  ///  ;  A  =  1 ,  2,  . . . ,  /*), 

on  aura,  de  même, 

A  X  F  =  la,/\,.  l'y,  •(-  X,,  IK,  -H...+  X,„  l),„), 

KxF  =  2:x„r,*. 
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l.a  loiiiir  l)iliiii''airi'  A  •  15  |)(miI  «"•Iit  coiisidiTi-c  coihiik' iim.' sorte  (i<' 
|>i'0(luil  (Ir  la  coiiiposilioii  dcsdciu  roriiir-,   \  il  1!. 

Pour  disliiig'iier  cetlo  hoiim'IIc  sorlr  t\i-  (■i)in|)o>ilioii  des  l'oniics  Itili- 
iiéaircs  do  la  coiiiposilioii  oïdiiiaiic,  nous  I  a|i|ii'llri-ons  conjoiirlion 
des  formes  bilinéaircs. 

A  C(?lle  composilioM  di's  roiiiio  \  il  I!  coi  rr.s[ioiid  iiiii-  sorte  de 
eoiiipositioii  de  leurs  déleiiiiiiiaiits  A  <'t  1>  .  par  I;h|iicIIi'  on  l'sl  eoii- 
diiil  au  nouveau  déteiiiiinanl  à  nui  liy:!ies 


Ax  IJ; 


rt, 

,   /'m 

"l 

,/',. 

(1  ^ 

,  l>,„ 

"  1 

J',, 

"m 

,  l>u, 

«1 

/'.M 

"  \ 

.     l'i,            . 

(1 , 

l>.. 

"l 

.   /'., 

C/, 

„  l>-2n 

«. 

,    /'., 

"l 

I>„,            ■ 

(1  ^ 

,    l'„n 

''< 

2    l>„  , 

"  u 

.   l'nu 

a.. 

/'l, 

"-■ 

A,,      . 

(1 .. 

!•.. 

"■ 

./'m 

a , 

„/',., 

Cml^'in         "ml  ^' 1,2         ■■■         "wl^'iri         "mj^'iil 


a h, 


Dans  ce  dctcrniinant  réléiiionl  a|)|iarteiiaiit  à  la  lit;iir  <  /  —  i  )/i  -^  I, 
el  à  la  eolonne  (y        i  )//  h-  /  esl  i"j^;\\  à  (i,ihu- 


8.    Si  l'on 


pose 


^=  —a^jXjiij, 


A,  =  I 


(l,l''i"i  {  I,    /  =  \  ,  -2 ///  ), 


15,  =  !/>;,,//;  IV,  V>t  =  l/>,,y,,i-/         (7, .  /  =  i , 


",)> 


les  produits  AiA^,  B,  Bo,  obtenus  par  la  roinposilioii  ordinaire  des 
formes  hilinéaires,  dont  il  a  été  ipieslion  dans  le  Cliapiire  précédeni, 
seront 

A ,  A.  =  )L.(t\ji\.i.i\iij         {  i,  j  —  \  ,-1,  . ...  III  ), 

n,  B, ^  ^i>J>'h,yh  'V      (  A-,  /  =  1 , 2, . . .,  //  ), 


et  Ion  aura 


.\,.\,     \^|\^2  =  ^''.,(',J>:.,J>,^\i^  j, 


8/1  Cl  IVMUSSOS     STKPII  VNOS. 

I)(>  iiit'-iiic  le  pioiliiil  onlinairo  di^s  doux  foniu's  Itiliiiraires 

sera 

(A,  X  B.H  A,  :<  15,)  =  ^a,J>;,a„^bl\^,\:'j,. 

(  )ii  \()il  par  là  ipif  la  coiijonclioii  dos  foniips  liiiiiK'airos  est  liée  à  la 
couiposilion  ordiiiaiic  dr  oos  fdriMcs  par  la  l'olalion 

^A.x  B,)(A,xlJ,)  =  A,A,xl],li,. 

Cello  rclalion  joue  un  rùle  fondainenlal  dans  la  lliéorie  qui  nous 
occupe,  pulsquolle  conduit  à  Inules  les  pioprictés  de  la  eoiijoiiclion 
des  formes  hilinéaires. 

ICt  d'abord  signalons,  parmi  les  cas  |)aiti(ulii'is  de  cf'|i<"  irlaliort 
foiidanicnlalr,  les  suivants  : 

(A  X  V  )(E  X  H  )  =  (!•>  X  '^,)(  -^  X  V)  -  A  x  U, 
(A,xF)(A,xF)  =  A,A,xF, 
(E  xB.)(E  xH,)-Kxl5,n„ 

dont  on  peut  déduire  réciproquenieiit  la  lehiliou  foiKiaiiieiilalc. 
Remarquons  aussi  que  Ton  a 

(A  ■■,  15  )(]•:  X  F)  =  (F  X  F)(A  X  H)  =  A  x  15. 

Du  rcsli-,  il  «-si  clair  cpie  l'on  a  aussi  la  pru/i/ii'/r  (fisl/ihu(ùc 

(A,  +  A,  )  X  li  =  A,  X  B  -+-  A,  X  15  , 
A  X  (15,  4-  15,  )  =  A  X  B,  +  A   X  B,. 

!).    Fa  ri'laliou 

(A  X  V)(K:<  B)  =  A  xB 
fait  V(iii-  (|ue 

jA       l'i   l-;:<15|  =  |AxB|. 
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|AxK|  =  |Ai», 

|i<:xn|  =  liM'", 

on  iililionl  la  foiiiuiK-  coimiic,  din'  à  M.  KionccUor  ('), 

|AxH|  =  |Al"|lil"'. 

10.    La  rolalioii  foiulaïuciilalc 

(A,  X  n,)(A,  X  15,  )  =-  A,  A,  X  H,  15, 

conduit  aussi  aux  lormiili's 

(AxiJ/= APxIJ^ 

(AxFy=  APxF, 

(AxF/iH  xB/=APx  1^. 

Ces  forimilos  oui  lieu  pour  loules  les  valeurs  posilives  rulières  fies 
cx[)osanls  p  et  7,  quelles  (juc  soient  les  formes  A  et  15.  Pouilanl  la  pre- 
luiérc  de  ces  rclalions  a  lieu,  mèuie  pour  des  valeurs  négatives  de  c, 
dans  le  cas  où  |  A  |  ^  o  et  |  B  |  ^  o,  tandis  que  les  trois  dernières  sub- 
sistent pour  p  <!  o,  si  I  A  !  =iit  o,  et  pour  t  <]  o,  si  j  B  |  :^  o. 

Ainsi,  par  exenqile,  dans  le  cas  où  |  A  |  ^^i^  o,  |  B  ]  :^  o,  on  a 

(Axiî) '-A-'x  n  ', 

puisque 

(A  X  B)(A-'  X  B-')  =  (A-'  X  B-')(^A  x  B)  =  K  x  F. 
Si  Ton  donne  une  fonction  entière  de  :  et  r, 

(')  Fo//' l'article  Koinbinalorik,  par  M.  Nelto,  dans  le  premier  l'asciciilc  de 
V lùicyklopadic  clcr  Malh.  W issenscliaflen ,  p.  l\o. 


S(>  CYPARISSOS     STÉIMIXNOS. 

on  ntira 


91^  A  X  F,  !•:  X  B )  =  l^i^A  x  Vf^K  x  H;' 
=  Irp,APxn'. 

La  loniK'  hilinoairo  o(  A  X  1*",  I-  X  H)  pLMil  donc  ("'Iro  loprêsenléc 
|»liis  siniplcMiHMit  pai'  li"  symbole 

9(A;n)  =  v,-^,A?x  H'. 

Toutes  les  formes  ^(^  A  ;  B  ),  correspondant  à  deux  l'oinies  A   et  P» 
données,  sont  échani,feahlcs  entre  elles,  c'est-à-dire  (pie  Ion  a 

9.(A;l})o,(^A;i{)=^9,(;A;lîjo,(A;i{). 

<!etie  propriété  résulte  de  la  relation 

(AP.x  B'.)(A?.x  B'=)  =  (^.\P=x  B'0(A?'X  B'.)  =  A?.^^x  B'.''. 

II.    Si,  en  partant  de  deux  formes 

A  =  ^a,j.riifj,  B  =  'HLhuYk'i 

{  i,  j  =  \,i,  . . .,  in\  A,  /  =  r .  2,  ..  .,  //), 

telles  que  ]  A  '  ^  o,  |  B  ]  ^  o,  et  ayant  pour  inverses 

A  '  =  i:a,,.r,//„        B  '==i;i,,r,<„ 
on  considère  les  deux  formes 

Ax  \l  =  ^2a,jh„\.,Vj, 
.•I 

on  ii'nianpie.  iprcii  mmIii  <1c  la  irlation 

A  'X  B-'  =  (A  X  B)  ', 
l.i  forme  A    '>.  B'  coinride  avec  1  inverse  de   \        B. 
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i:s.     8- 


Ainsi,  tandis  (|iii'  lis  deux  subslilulions  A  cl  li  if'iiii)laccnl  j.-j  par 
I.a,jXi  cl  y,  par  ^luiff,,  *'t  qt'c  leurs  inverses  A"  '  el  H  '  roiuplacenl 
Xj  par  2a,ya-,  et  yi  par  IJi^/jA.  la  substitution  A  X  H  renii)la(e  \^/  par 
laijb^iX,^  (cl  en  particulier  Xjy,  par  ila,;^-,!^^/^*)  el  son  inverse 
A   '  X  B  '  remplace  X^/  par  la,^  jî^/X,*  (et  j-  v^  i)ar  ïa,^./,!!!}*/;'*  ). 

De  Miruie,  taudis  ([ue  les  transformations  contrajjrcdientes  A  ~' 
et  15'-'  de  A  el  l>  rcmidacenl  respectivement  m,  par  la,^ «y  et  (^  par 
S^</(V,  la  Irausformaliou  coulraj;rêdiente  (A  X  15/"'  =  A'-'  X  15'"'  de 
A  X  1$  remplace  l ',;;  l)ar  lo<,j  ^;./lJ;/ (et  //,r^  par  la,^//,l'i;/tv  ). 

1*2.   Si,  élaiit  doiiiK'es  deux  i'ormes 

A  —  1  (tij  ./■,  Uj,  15  =  1/',,/;  'a  '  ■/ , 

on  y  soumet  les  variables  .rel  u  à  deux  subsliliiliuiis  ((intia^K'dic  nies 
A,  cl  A',"',  cl  les  variables  y  et  r  à  deux  autres  substitutions  coulra- 
grédienles  [5,  el  H,"',  on  obtient  deux  nouvelles  formes  bilincaircs 
A,  AA;',  15,  1)15/  dont  le  produit 

A,AA,'x  15,1515,' 
coïncide  avec  la  forme 

(A.x  15,)^A  X  B)(A,xl5,)-', 

obtenue  en  soumellant  la  forme  A  X  B  aux  deux  substitutions  conlra- 
j^rédientes  A,  X  15,  et  (^  A ,  x  15,)"',  opérées  sur  les  variables  X  el  T. 
On  a,  en  ciTet, 

(A,xB,XAxB)(A,xB.)-' 
=  (A.AxB,B)(A;'xBT') 
=  A,AA,'xB,BB;'. 

La  proposition  précédente  n'est  qu'un  cas  particulier  de  celle-ci  : 

Si  dans  les  fonnc-s  A  et  15  on  soutncl  les  variables  x,  u,  y,  i"  res- 
pectivemenl  aux  subslilulions  A,,  Al,  B,,  B!,,  on  oblient  deux  nou- 
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\cllrs  fnniit's  biliiii'uiirrs  A,  A  A,.  1?,  15  lî.j  donl  />'  produit 

A,A  \,x  lî.lUî, 
roïnridi'ai'ecUifoiiiir 

(A,xn,)(AxBKA,x  IL), 

ohtrmir  m  soiinicllitnt  la  forme  A  >;  I»  au.r  siihslitiilioiis  A,  :<  15, 
et  (^A^x  H2/'  =  A.'.  X  13.,,  opérées  rcspccli\'ci)ienl  .sur  les  variahirs 
\  ri  \'. 

l.*».   Si   li^s  suhslitiilioiis  A,.    \,  '  il   15,.  IJ,  '  transfonneiil  A  el  U 
rvspeclivL'inonl  q\\ 

A,  \A,'  =  1;,  ./•,//,, 

les  sul)slitiUions  A,  >c  J5,  ol  (A,  x  15,)"',  (jtii  sont  conlratinhlionles 
enirc  elles,  Iransfonncnl  A  >:  15  cl  A''>:;  lî' rcspcclivcmenl  en 

(A.x  l5,)(Ax  I3)(A,X  15,)  '  =  A.AA.'x  15,I!1J,' 

el 

(A,xH,)(;APx  15')(A,x  h,)  '  =  A,ApA,'x  B,I5:-I5,' 

et  plus  généralemoni  la  tnniii' 

ç-tA;H)  =  l.-^,A?x  ir 
en 

(A,  x  l},)ç;(A;  15)('A,  X  15,)  '  =  ir^^A,  A?  A,'  x  11,  lî^l!,' 

=.lo(^,,r.,)XMU,*. 
On  définit  (Je  là  i|iie,  de  iin'inf  (pic  (  n"  (»  ). 

1 A  -•  >.  !•:  I  =:  I  A ,  A  A ,  '  -  >.  !•:  j  =  IH^,  -  A  ). 
il5-AKi  =  il5,|{|{.'->j:|_II(r.,-X). 
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on  il 

I  Af  X  H"  -  A  !•:  X  F  !  =  !  (  A ,  X  15,  )  (A?  x  15')  (A ,  x  15,  ;  '  -  >.  !■:  x  F  » 

ri,  en  qriK'ial, 

|o(A:l{)-AFxF|  =  II|9(^  T,,)--).!. 

Ors  [iropriélcs,  tliMiionliTcs  ici  pour  le  cas  oi'i  It.-s  l'oniios  A  et  IJ 
pt'iivciil  pirndre  la  ft)iiiie  caii()iii(|iic  X;,./,//,  et  lq,,y^\-^,  subsislciil 
il:iii>  tiuis  les  cas,  pourih-s  raisons  de  conliiiiiilé. 

<Jii  parvient  ainsi  au  résultai  important  suivant  : 

Si  l'on  pose 

o(^,ï,)  =  lr^,^?V,         s(A;IJ;  =  lr,,A^x  l!^ 
I  <''(ji(uttun  cafaclrristic/iic 

|o(A;  15 j  -  Al-;,  X  F|  =  o 

lie  la  forme  o(A;B)  a  pour  racines  les  mu  valeurs  que  prend 
?!?()  -Ga)  pour  les  divers  couples  de  racines  ?,  et  -qi,  des  équations 

I  A  —  A  F I  =  ()         et         I  B  —  A  F  I  =^  o. 
Iji  (I  autres  termes  : 

L'-  lésullanl  de  Véliininaiiun  de  ;  et  ■/)  entre  les  trois  équations 
I  A  -  ?F  I  =  o,         1 15  -  r,  F 1  =  o,         9(?,  r,)  -  A  =  o, 
est  représenté  par  le  déterminant  d'ordre  inii 
|o(A;l5)~  aFxF|. 

lui  dehors  des  cas  particuliers  de  ces  propositions  correspondant  à 
Ç'(^;,fj)  éi-al  à  Hyj  ou  à  ^'r,',  remarfjuons  aussi  ceux  où  l'expression 

JuHin.  <lc  Motlt.  (.V  Miio  ),  tome  \l.  —  Kasi.  I.  lyon.  I  'J. 
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ç,(  ;,  r,  )  (lo\  i.Mil  rt;alo  à  l  -+-  r,  ou  à  ;  —  r,.  On  a  alors  (  '  ) 

|AxH- AKxF:  =  lI(^,r.*- A), 
I  A  X  F  -+-  E  X  r.  -  >.K  X  Fi  =  WÇ't.  +  y.-'t:). 
I  A  X  F  -  V.  X  1?  -  Al':  X  F I  =  \\(i.i  ■-  r,,  -  A). 

Lo  fail  i|uo 

|Axli|  =  !A|''lB|"' 

|ioiil  rtrc  considéré  comme  un  corollaire  de  la  première  de  ces  formules. 
Remarquons  enfin  que,  de  même  que  le  rcsuUanl  de  l'rliminatio/i 
de  A  mire  |A-'XE|  =  o."/lB-XF|  =  o  est  |  A  x  F  -  F  x  U  ],  dr 
même  le  vèsiillant  de  VéUminalion  de  \  entre  |A,  — aA2|  =  <>  '■/ 
:  lî,  -  aB  ,  I  =  o  est  I  A,  X  B,  -  A,  X  B,  |. 

1  i".  La  lliéorie  précédente  peut  servir,  si  Ton  veut,  à  la  résolution 
ilu  problème  suivant  : 

Etant  donnés  deux  polynômes 

/, (';  )  =  ;'"  ~t-  «,;'"'  -4-. . . 4-  (i,„_,l.  +  «,„, 
/,  (;  r,  )  =  r,"  -+-  A ,  r/'  '  + . . .  -4-  l>„  ^ ,  r,  -f-  //„ 

rt  une  fonction  entièic  fiudroiique 

o(;,7,)  =  i(V^?r,', 

tramer  h'  résultant  de  l' étiin  iiiatiini  de  ;  et  r,  e/itr-e  les  trois  é-qi/ulions 

/.<;)  =  <>,         /.(■'■.)  =  »•'  ?(.^r^|)- A  =  "- 


(')  Nous  avons  donné  la  pientiéie  de  ces  formules  dans  une  Noie  Sur  un 
mode  de  composition  des  déterminants  et  des  formes  Oitinrnircs  parue  .l:iii-  If 
Giornale  di  Matcmnticlie  di  llattai^Uni  (vol.  îlG;  iS<)9)- 
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lin  cllcl,  si  l'on  roprcscnlL'  par  A  cl  H  les  deux  formes  hilinéaircs 

A  =  —  a,x,  II,  —  a.,x,  u.,  —  . . .—  a,„  ,jr,  w,„_,  —  a,„.i\  u,„ 
-(-  j-._.  w,  +  .r.  II.,  +  ...-*-  ./•„,  //,„  , , 

-+■>'.'■.!+.)'=»■:.-*-••• +  .>■,.-!  »■«, 
i>ii  iiiir;i 

,A  -  ^K  1  =  (-.)"'/,  l^),  |{_y^K|=.,_,)"/;(^). 

On  \  (lil  piir  là  (|iir 

Le  ivsultani  de  Vi''Uniin(ilit>ii  de  ^  cl  r,  entre  les  trois  équations 

sera  donné  sous  la  f  orme 

|9(A;  Iî)-aKx  V\. 

Eu  j)arliculipr,  lo  n'-sultaiil  des  drnx  |)olviinnics  /",  ("a  )  et  f.O)  simu 
lAxF  — Kx  1?:. 

Au  lieu  ih'  la  valfiir  [McMrdciilL'  do  H,  on  pcul  [iiviidir- 

n  =  -  /y,  j-,  r, -/;,)•,  r,~...~  V,j-,i-„_,  -  />„_>-,.„ 

|i()iirlanl   1rs  ii'sidlals  au\(|ii(,'ls  ou  ariivc  ainsi  prc'sciilcnl  in(Mns  di- 
>\  iiii'liic. 

I  i\.    La  ri'lalioii  foiidaiiicntalp 

(A.x  H,)(A,xB,)  =  A.A,xli,lL 

•  xpriiiic  ce  fait  important  ipic  les  substitutions  A  x  B  fonncnl  un 
iCroiipe,  lo  produit  de  la  conipnsition  de  deux  transformations  A^,  x  Bo, 
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A,  X  n,  <lo  ce  p:roiij)0  coïnridaiil  avec  la  Iransfiinnalion 

A,A,xn,IÎ,('). 
I.a   Iraiislnriiialioii  i(l(Mili(|iiP  Ar  co  groupe  (•(nros|)nn(l   à   la   Inniu- 

I-:  X  1- . 

Ce  îïioupo  coiiipii'iul  doux  soiis-proiipcs  ivmarquables  :  relui  de^ 
siihsliliilioiis  A  X  F  cl  celui  dcssuhslitiilinns  !•]  X  H.  Lcssuhslilulious 
do  cliacun  do  ces  sous-groupcs  sont,  ccliangcablos  nu\  suhsiilulions  de 
l'aulre.  ïoulc  transformation  A  x  B  est  le  produit  di'sdoux  snhslihi- 
lious  A  X  l",  1''  X  H,  apparhMiaul  h  ces  doux  sous-i^roupos. 

I(».  I>os  subslilutions  du  gn)U|)o  A  x  iî  ont  la  propriolo  d'oporor 
dos  Iransformalions  linoaiios  outre  les  doloruiinanls  cl  les  sous-dôlor- 

ininiml^  du  Tal)loaii 

\m,         \,. -\„„ 

x...     V.. x.«, 


\,„,,    \,„, x,„„. 

Ainsi,  par  oxouiplo,  la  sui)slitution  A  X  F  rouiplaco  lo  d(''tonuiuaut 
d'ordre  .v 


:  -V     \.>,     ■■■     \./. 


v/,/,.../. 


inr  I  oxprossion 


2:a,„X,,,     Ifl,„X,/, 


'-".,\>. 
^'^.X,/. 


-«//.>^,7,         ^«'/.\v.,        •••         ^«,/.-\v 


(')   'ji'll*'  propric'lr  a  ilt''j;i   l'Ir   roiiiai(|iii''C   par    \t.   IttliwrT/  (   Mtilli.     \nii(ilin 
t.  \LV,  p.  38y). 
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(iiii  csi  ('•■;al(^  à  la  somini*  dos  |)ri)(liiils(lesflclciiiiiiiaiilscorros|)oiKlaiils 


(les  (lcii\  'l'alilcaiix 

\     II,.  (I..  ■  •  •  ".,,. 


fl 


Il  X,,    X,,,    ...    x„,, 

(•  cst-a-diic^  (•t;alc  a 

l)c  iiiriiic,  la  siilislilulloii  I-;  >:  1!  i.'iii|(larc  le  (Irlciiiiiiiaiil 
■^1,1. ...I, 


a|-   I  r\p|-cssi()M 


Ï/VV       ^-f'>.r\..       •■•       '-f'u.^,.^ 


(|iii  rsl  ri;alo  à  la  soiimic  des  prodiiils  dis  drlcniiiiiaiils  corfcsivoiid; 
des  deux  Tahli'aiix 


/'.,         /'■:,,         •••         '>..,, 

/',/.    ''v    •■•     ^v 


l'u.       I>.,       ■■■       f',... 

c'esl-à-dir-o  ('"«^ale  à 

(  Miaiil  à  la  snl)sliliili(iii  A  "  ;  !>,  coiiiiiic  idlc  r^l  le  [noduit  de  la  coin- 
jiosilioii  di'N  siiiisiiiuiioMs  A  X  K  ol  10  X  i».  ollc  l'ail  remplacer  X',;',; ■•.;',; 
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par  rexprossioii 

^ff';;;:::';M;'^:t^X:X       (où /.</,<...</,.  /,,</,,<...</,,). 

IJi  piirlinilicr.  dans  lo  cas  où  iii^^ii,  l.i  Ir.iiisforiiialinn  A  >  15 
icmplaco  le  (léUM-minanI  j  X  j  =  1  zt  X,,  X^.,. .  .X,„,„  par  le  prodiiil 

|AI|H;iXi. 
17.    Mil  parlant  di-s  diMiv  forim's 

A  ^  1  a,j  .r,  i/j ,  15  =  1  h^/y^ . •, 

[  I.  j  ^  \ .  ■! m  ;  /. ,  /  =  I .  -i.  . . .,  «)-  * 

i>n  aurait  pu  aussi  poser 

(_)n  aurait  alors  la  relation  londanicnlali' 

(A;xB,)('A,>:  15,  )  =  A,A,x  b.ij„ 

a;a:  =  (A,a,v. 

l-es  résultats  au\((ni-ls  on  aiii\e  ainsi  sont  loiil  à  lail  analogues  à 
ceux  relatifs  à  l'opération  de  eonjomlion  ciilrr  loimes  liilini-airi-s.  di'-jà 
exauiirn'e.  L"analo|^ie  parfaite  îles  propiielo  de  ces  deux  ijeiues  d  opr- 
lalions  provient  «le  ce  (pic,  d'après  le  n"  lli.  la  forme  A  X  1!  piui 
r-tii-  considérée  coniiiie  un  covariani  i\y^^  fornio  A  il  15,  ipielles  <pie 
soient  li's  subsliliilions  linéaiies  aiWki(u<'lles  on  miiI  sounielire  les 
xarialdes  ./•.  }'.  //,  i  . 

\oici,  par  <'\i'iiipli'.  une  d<'s  proprn-lc-s  de  I  opi'ralioii  aituelli-  : 
Si  l'on  -oiinirl  les  foi-nies  A  Cl  IJ  aux  sul.slilulions  A' ,  A,,  15,.  1?'. 
opérées  respeclivenienl  sur  les  \arial)ii's  ii.  r.  \\  e.  on  olitli'iil  di-iix 
nouvelles  formes 

\,  A    \\.      15,1515, 

dont  !<•  produit  A,  A'A^>,  15,1515,  <-oiiicidr  ave(   la  loriin- 
(A;  X  H,  )(  A  X  l>H  a;,  X  Hjj, 


sni   t  NK   k\ti:nsi(»n   m    cm. cri.   hks   sinsTiruTioNs  i,im;.miii:s.    (j  > 

olilciiiii'  en  sdiiiiu-llaiil  li's  vaiiahlfs  Y  cL  \'  de  la  forme  A' X  H  iiii\ 
li.iii^rniiiialioiis  A',  X  15,  cl  A.  X  \i[.. 

I);iiis  II'  cas  (»i'i  les  siil)sliliili(His  A'i  cL  .\_,,  H,  d  IJ,  soiil  ((Hiliai;!'!''- 
(liciilcs,  il  en  csl  (le  iiicmi'  |)()m-  les  siilislitulioiis  A',  X  B,  el  A^  X  IJ'_.. 

Les  opcialioiis  A  X  H  foiiiiciil  cj;al('iiiciil  un  fïfoupc  dont  les  pro- 
priclés  sont  tout  à  l'ail  analof;;iics  à  celles  du  ffroupo  A  X  15. 

Du  reste,  il  es!  à  |-eiiiar(piei-  (|Me  l'on  a 

I  A  X   15  -  Al':  X  l-'i  =  I  A'  X    15  -  Ai:'  X  F|, 

|APx  15'— aKx  F|:^  lA'i^x  li'-  "aIv'x  l-'l, 
el,  eu  i;<'"uéial, 

['.(A  ;  15)  -  aK  X  V\  =  jo(  A'  ;  15)  -  aK'  x  Kl. 

18.  La  théorie  précédente  peut  aussi  être  étendue,  sans  diflictdté,  ;i 
des  produits  A  x  15  x  C  x  . . .  de  plusieurs  formes 

A  =  I ctij ./.-, iij         (i,  j  =  \,2,...,ni ) , 
n  =  ll>^,y,\-i         (h-,  /  =  1,2,  ...,  //), 


Nous  nous  lioruerous  ici  à  indi(|uer  sonimaireiacul  les  piincipaiix 
lésullats  ii'lalil's  aux  cas  du  pioduil  de  la  conjoncliou  de  liois  l'ornio 

A  X  15  X  (^.=^'t,j/>,i'-,„,\„pLj,„ 
(i\J  =  1.  -2,  ...,  m  ;/.•,/=!,  2,  ...,  //;  />,  7  =  1,  2,  ...,  /•  ). 

Si  1  ou  pose 
on  a 

KxFxr.     ix^^u,,^. 

Ici  encore  on  a  les  relations  l'ondamentales 

(A,xB,xC,)(A,x  15,  X  C,  )  =  A.A.x  15, 15,xC,(:„ 


t)(>  C»  PAIIISSOS     STKIMUNDS. 

ilut'i  Ion  (Ictluil 

{\  X  Hx  (;)(Kx  F  X  (i)  =  (l-:xKx(0(AxBx(:)  =  Axl}x(".. 
(A  x  F  X  i'')(\-.  X  lî  X  (".)(K  X  F  X  C)  -  . .  .=  A  x  H  x  C, 
(A.  X  B,  X  G  )(A,  X  13,  X  G)  =  A,  A,  x  H,  B,  x  G,  . . ., 
(  A,  X  F  X  G)(A2X  F  X  G  )=:  A, A,  x  F  x  G,  ..., 

ri  aussi 

(A  X  Bx(:/-=Ai^xl5?x  (■.'\ 

(Ax  B X Gy= A? xir^x( ;,..., 

(A  X  F  X  G)?=  A?x  F  X  Ci,  . . ., 

(A  X  F  X  G)P(  F  X  B  X  G  )'(  H  x  F  x  C)' _  A? x  B' x  C^ 

Si  loM  (loiiiif  iiiio  foiiclion  niliiTc  do  ;,  •/;,  1, 

ou  aura 

9(  A  X  F  X  G,  F  X  B  X  G,  F  x  F  x  ( "-) 

=  i:fp,-(  A  X  !•'  X  G /(  !•:  X  B  X  G  )'(  l".  x  V  x  G  r 
=  Irp,,Afx  B-^xG/. 

cl  r<»M  pnmra  [xisit,  [)lns  siiiiplrniciil, 

o.  A:B:G)      I'wA^x!rxG\ 

Le.s  formes  o(A;B;(î)'  coiicsixiiulanl  à  (h's  foiim's  A,  l>.  ( .  don- 
iiôes,  soiil  ccliangcal)lcs  ciilii*  elli-s. 
(  >ii  a  dans  lo  ras  aclml 

|A  X  Bx  G,  =  iA,"'  ,B;"'|Gj""'. 

I'!laiil  donnros  trois  fonm-   A.   B,   <'.  ^i   I  nii  \  Muinnl  |.--  varialilcs 
./ .  Il,  y,  (,  :,  «•  rcspoctivcuR'iil  au.\  IraiL-loi  nialion-  A,.   \  .  B,.  1'».. 
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(]|,  ('...,  on  obtient  trois  nouvelles  formes  dont  le  produit 

A,AA,       |{,l{|{,       C.CC, 
coiiuide  avec  la  forme 

(A,  X  ïi,  --;  C,  )(  A  ;<  B  X  C;(A,x  \i,x  ('.,). 
()l)leiiiie  en  soumettant  la  forme  A  X  B  X  C  aux  substitutions 

A,xB,x(:,    <-\    (A,->:  B,xcy=- aixb;,.  c;, 

opérées  respectivement  sur  les  variables  X  et  U. 

Dans  le  cas  où  les  substitutions  A'.,,  B',,  C,  sont  les  contragrédientes 
do  A,,  B|,  C,  respectivement,  la  substitution  A!,  x  B'.^  x  C.,  est  la  con- 
trajifrédiente  de  A,  x  B,  X  (",. 

Si  /\)/i  posa 

s(A;B;(:)  =  2Cp^APxB'x(:% 

l'équation  caractcrisliquc  do  la  forme  ■!.(  A  ;  B;  (I)  a  pour  rariuca 
les  ninr  i^aleurs  de  9(H,,  y;<,  Zp),  correspondant  aux  divers  triples  de 
racines  H,,  y]<,  "i^  des  trois  équations 

|A- aK:  =  1I(  ;^  _  A)^o, 
jB->.K|  =  JI,r.,-A)  =  o, 

|C- AGi^n^r^-  >.)  =  <), 

c  'est-à-dire  que  l'on  a 

jo(A;  B;C)- aKx  F  x  Ci|  =  II    ;p(  ;,.  r,,. -^,)  -  >,  |. 
lui  d "autres  termes  : 
Le  résultant  de  l'élimination  de\,  r^,  ^  entre  les  quatre  équations 

|A-?E|  =  o,  |i{_r^Fi  =  o,  (:-:(ii=z„, 

Journ.  de  Matk     ('i-  sciie).  loiiic  VI.  —  Kasc.  I,  1900.  li 


C)S  CYPAIUSSOS    STÉPIIANOS. 

l'.st  n'prési'nlé  par  If  dclerminant  d'ordre  mnr 

|9(A;B;C)- Ai:x  FxG|. 

(  )ii  a,  fil  paiticiilicr, 

|A  X  H  X  C  -  XK  X  F  X  G|  =  ri(H,/i,:^  -  X), 

I A  X  B  X  G  +  A  X  F  X  C  +  E  X  B  X  G  -  XE  X  K  X  G I 


'/* 


Tu 


:.->0. 


|A  X  F  X  G  +  E  X  B  X  G  +  E  X  F  X  C  —  XE  X  F  x  G| 

=  n(^,  +  yi,  +  r^-x). 

I>a  rrlalion  fDiulamoiitalc 

(A,  X  B,  X  G, )( Aj  X  B,  X  C,)  =  A,  A,  X  B.  B,  X  C,  G, 
exprime  que  les  transformations  A  X  B  X  G  forment  un  lipouiie. 

III.  —  Composition  bialternée  des  formes  bilinéaires. 
lî).    l'ilanl  données  deux  formes  bilinéaires 

A,  =  i:àfjXiUj,         A,  =  Zd'.jXiitj 
(i,j=  1,2,  ...,«0, 

représentons  par  le  symbole  A,.Aj  la  forme 

éiant  posé 

jc,^  i,  =  a:,'_ x"^  —  x]^ x]^ ,  //,^ ,,  =  u]^  li]^  —  u\^  </,  . 

On  aura,  do  mémo, 

A.A  =  j  2  «,,,,«;„,  a;,,  ,,«,,„, 

A.E  =  j2a,y(a:,,  «y,  -H-  x',j«;j  h-  . .  . -+-  Xi„,Uj,„  ). 

E.E  =  ^2Xi,,,/^,_,,, 
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Ol'l 

A  =  la,jr,i/j,  l]  =  ïx-,«,  (i,  j  ~  1,2.,  .  .  .,  m  ). 

lui  posant 

A  =  /(x,  «),  A,  =/,(jc,  m),  Aj  =  /,(.t,  «) 

un  a 

A,.A,=  i  [/.(a,-',  u')/t(x",  u")  -  /,(x-',  u")f.,{x'\  u) 

—  /,(x",  ii!)f.,{x\  u")  +  /,  (./;",  «")/,(*•',  «')  I 
et 

A.  A  =  /(-.x-',  ii)f  (■••",  u")  -  /(./•',  ii")f{.r",  u). 

Il  c'sl  par  là  clair  (pn'  l'on  a  la  propriùlc  dislribnlivo 

(  A,  -+-  Aj).A3  ---^  A,.A.,-i-  Aj.yV,,     A,.(A5+  A,,)  =  A,.Aj  +  A1.A3, 

ainsi  (pi»,'  la  piopiioté  cominulalive 

A,.A„=  Ao.A,. 

La  l'onnc  A|.A^,  coiniuc  clianj^canl  de  signe  par  la  pcrnuitalion  de 
x'  et  x" ,  ainsi  que  de  u'  et  u\  [)eut  être  ap})elée  produit  biallci'iic  des 
formes  A,  et  A^.  On  peut  aussi  appeler  composition  hicdlcfiiée  Topé- 
ration  corres|)ondanle. 

20.   Si,  dans  le  cas  où  /,  <^  /;.,  y,  <ijii  "^'i  pose 

Xi,„  =  a;,,,,  =  -  Xij^,         u,j,  =  u,_,_  =  —  u,_,^ 
(','2,  Jij2=  ï2,  i3,  ...,  im,23,  ...,-2m,  ...), 

la  forme  A,.Ao  sera  lincaiz'c  par  rapport  aux  T,m{7n  —  i)  variables 
'■(2)   X,,,    ...,   .';,„,,   x^j,    ....   x.,,„,    ...,   ainsi   que  par  rapport  aux 
-,ni(ni  —  I  )  variables  «,.,,  u,^,  ...,  «,„,,  11.^.,,  ...,«2,,,,  .... 
(^n  aura  ainsi 

A.A  =  I(a„^,a,,^,-  a„^,a,,j:ï,,,,ii^,^., 


ion  cvPAnissos   stkpiianos. 

Lo  détcrminanl  A. A!  a  pour  rloniputs  1rs  dilToronls  miiifuis  df 
socond  ordre  o;;',;=  «.,,,«„,.'"  ^•,,,^•,1.  ''"  fl*^t<''i"iii'inl  I  -^  •  f'<^  >"»t''  T"" 
Ion  a,  comme  on  sait, 

|A.A,  =  |A:>""  ". 

I.orsqii'on  soiinicl  les  variahlos.r  à  la  siibslilulinn  A,  les  expressions  x 
se  transformenl  par  la  siihslitiUion  A. A  x,,^  élanl  remplaré  par 
ia''''x,,  ).  De  même,  si  l'on  soumet  les  variables  u  à  la  substitution  A', 
les  expressions  u  se  transforment  par  la  substitution  (  A.A)'=  A'. A' 
(M,,_élaiil  remplacé  par  laJ|Jv/,,,J. 

21 .  Si  dans  les  formes  A,  A  ,,  \.,,  ...  on  remplace,  comme  d'babi- 
tudc,  les  coefficients  a,y,  a,',,  ...  par  des  produits  symboliques  a,a^. 
cr/aj,  ....  on  obtient 

A^a^ii^.  A,    -  n,  11^,  .... 

étant  posé 

Oj.  =  Ifl,.//.  a ,  =  ^o].t\,  .... 

Les  produits  .'\,.Aa,  A,,.  A,  sont  alors  exprimés  symltolicpieinetil 
comme  il  suit  : 

\  ,■  A.,=^  ]-{a',.a,~  —  à,.a,.)(  u'^  n\.  —  u\.  u\.  », 

A,.  A,  —  rXaZd".  —  a',.a'l)iit'^.ii[^.^  —  i/]^,xi/l.), 
soil 

A , .  A  j  =  jS  ( a,',  al  —  a,', a^  )  (  a,'_  a,'^  —  a,'_  a,'^  )x,^t^  h,^^  , 

A,.  A,  =  iï( «,//;;  —  «"a;*) (a™ 7.;'—  a,'' a;' )./•,„_//,,,,. 

On  a  ainsi,  pour  le  piofluil  di*  la  composition  ordinaire  des  deux 
formes  A , .  A  j  et  ,\ ., .  A  ., , 

(A..A,)(A,.A,) 


Sun   i:ne  extension   du   cm. en.   dks   sunsTiTi  tkins   i.iNKAinEs.     mi 
D'aulro  pari  on  a 

-A  ,  A  ,  =  fl^l  «a  '/a'"i  A  ,  A  ,  =  à^d'x  l'a"  ! 

A ,  A 3 .  A ^  A ,  =  j a™  «a- (a... a^,.  —  a',. a^.  ) ( «!,- m^"  —  "a"  "a-  > < 

.'\ ,  .A , .  A 1 A 3  :  ^  ,' a™. rtj' ( a,  a, ..—  à,. a, M ii'^.. «^r.  —  //J,,> //', . ) . 

<)n  vnil  par  là  f]iu'  la  coiiiposilioii  iiiallciiK'c  des  formes  l)iliii(''alr''s 
est  liée  à  la  composition  ordinaire  de  ces  formes  par  la  ndalioti 

2(A,.A,)(A3.A,)  =  A,A3.A,A.  +  A,A,.A,.V3, 

fpii  est  fonda/n/'/i/n/r  pour  la  llifoiic  (pii  nous  occupe. 
De  cette  relation  nous  di'-duisons  les  suivantes  : 

(  A,.Aj(A  .A  )^  A,A  .A,  A  . 
(A  .A  j(A,.A,;)  =  A  A,.  A  A,. 
(A,.A,)(A,.A,)  =  A,A,.A,A„ 

dont  la  dernière  exprime  que  les  substitutions  A.  A  forment  un  j;ioiipe. 
Du  reste,  on  peut  déduire  réciproquement  de  ceili"  dernière  relalion  la 

propriété  fondamentale  au  moveti  des  oix-ralions  .A..-rr-'  A, 

(  )n  a,  de  même, 

(A,.KHA.A):r.  A.A.A, 

(A.A)(A,.K)  =  AA,.A, 

2(A,.E)(A„.E)  =  A,A,.K+  A,.  A,. 

(A.A)P=  AP.AP, 
et  en  |)arliculiei' 

(A.A)-'==  A   '.A  ', 

dans  le  cas  où  |  A  |  7^  o. 

lùant  donnée  une  fonction  entière  de  ^'  et  ^' 
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on  peut  poser 

9(A;  A)=-iCp,p.AP..AP.. 

Les  diverses  formes  v(A;  A),  correspondant  à  une  même  fornu'  A. 
sont  loules  échanî^eablcs  cnlre  elles,  cl  cela  par  suite  de  la  rclalioii 

a(AP..AP.)(AP-.APO 

=  2(AP'.AP.)(AP..AP.)  =  AP.*Pn  AP.+^+  AP.^P.AP.*?.. 

'Z'I.   La  forme 

A,.A.,^-rA/A-r,u')f,{.v",u')-/,{.i-',u')f,{.c",u') 

— /.(-t-",  «')/2(-'-',  «'■)  -^/>{-v",  u")/,(x',  u')\ 

est  évidi-mnicnl  un  concomilanl  des  deux  formes  A,,   A.,  lorsipi'oii 
considère  les  x",  u"  comme  des  variables  cogrédicnles  aux  varial)les 
./.',  u  respectivement. 
La  relation 

A3A.A..A,A,A,  =  (A,.A,)(A..A,)(A..A0 

montre  que,  si  Ton  soumet  dans  les  formes  A,  et  A^  les  variables 
X  et  «respectivement aux  substitutions  A,  et  A',,  on  obtient  deux  nou- 
velles formes  A,  A,  A,,  AjA^A,  dont  le  produit 

A,A,  Ai.AjAoA, 

coïncide  avec  le  résultai  (pion  obtient  en  soumetlani  dans  la  forme 
A,.  A j  les  variables  x  et  m  aux  substitutions  A3.  A3  et  A^.  A',. 

La  relation  (A. A)~' =  A  '. A  '  montre,  d'autre  part,  (jue  si  les 
deux  transformations  A3  et  A',  sont  contragrédientes,  il  en  est  de 
même  pour  les  transformations  A,.  A3  et  A^.A,. 

'iô.   Soit 

A  =  l«,y.r,«,         (i,j  —  i,  2,  . . .,  ni) 

une  forme  pouvant  être  mise,  au  moNen  de  deux  siilisliliilions  ( outra- 
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f^rédieiiles  convcnahics  A,  cl  A',',  sous  la  foriiic  canonique 

A,  A  A;'  —  lH,./-,w,         (/=  I,  2 ///). 

La  toriiic  A.  A  di-vienl  alors,  parles  suhsliluliniis  coiilraj^rédiculcs 
coiics|)Oii(lanli;s  A, .A,  cl  A',  '.A',"', 

A,  A  A,  '.  A,  AA;'  =  i:?„?,.x,„,w„„         (/,  /,  =  12,1  ;i, . . .,  2:-},  . . .  ). 

De  iiiruic  les  l'oriiR's  A.l']  cl  A^.  A^  dcviciincul  n-spccliveiiiciil 

A,AA;Mi:  =  ^l(?„  +  ï,Jx„„^„., 
A,  AP.  A;'.  A,  AP.  A;'  =  .:i(çf;çf/  -^  ?f,'Sf.')^„„".,M 
cl,  cil  ^(''iK'ral,  la  foiiuc 

o(A;A)^ïc,,,^AP..AP= 
devicnl 

(A,.A,)?(A;A)(A..A,)'-'-i2:f?(?„,iJ  +  ?(;„,H„)]^,„^,.. 

(  )ii  d(''duil  do  là  la  conclusion  inipoilanle  suivanlc  : 

Si  o{l',  ^")  =  ZCp,p,^'f'^"P=,  l'cqualion  caractcri.slifiur 

|9(A;A)-XK.E|  =  o 
de  la  forme 

cp(A;A)  =  i:Cp,,,AP..AP. 

a  pour  racines  les  r,ni(rn  —  i)  valeurs  que  prend  Verpression 

i[o(^„,U +  ?(?.>?„)] 
pour  les  divers  couples  de  racines  ^,^,  H,,  de  l'équation 
|A-XE|  =  II(?,-X)  =  o. 
Parmi   les  cas  parliculiors  de  celle  proposilion  signalons   les  sni- 
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\aiils  : 

lA.K  -  /.K.i-:i=:  nu<^„^^J- ''•I- 

lA.A-  XK.i:|--lI|;„;„-X|. 

1 2 A = . E  -  ■>. A . A  - X E. E I  =  n [(  ?„ -  ?„ Y  -y.\. 

<  )ii  voit  par  là  que 

l-iA'.E-  2 A. A  -  aE.E|  =  o 

est   l'équation   aux  carrés  des  différences  des  racines   de   l'é^jualion 

I  A  —  XE|  =  o,  et  que 

iA^E- A.A| 

est  le  discriminant  de  |  A  —  'aE|. 
F.a  relation  connue 

|A.a:=-!  A  ;>''"■-') 

se  présente  ici  comme  corollaire  de  la  formule 

|A.A->.E.E|  =  n(^J,.- A). 

Ces  résultats  subsistent  aussi  dans  le  cas  où  la  t'oruie  A  ne  [)enl  pas 
être  mise  sous  la  forme  canonique  2Ç,jr,«,. 

La  théorie  qui  précède  peut  être  appliquée  à  la  résolution  du  pro- 
blème suivant  : 

E(anl  dunnt'i'  une  équation 

f(  \  )  -^  ;'"  -H  «,  ^"'   '  -I-  ...  -H-  a„,   ,  \  4-  ti,„  --■  <) 

l't  uni'  fonction  entière  ^(  l' ,  \"  ).  synx-triffuc  par  lappoi  t  aux  ï',  $' . 
former  V  équation  ayant  pour  nui  nés  les  '.m  (m  —  i)  valeurs  t/r 
z>(^,.z,  )  correspondant  aux  di\ers  couples  de  racines  ;,  ,  H,_  de 
l'équation  fi\)       <•• 
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I/équalion  demandée  sera 

(9(A;A)->J-:..EI, 

étant  posé,  comme  au  n"  1  !•, 

A  =  —  fl, .r,  II,  —  «jX,  U.J  —  . . .—  a,„  ,.L\  u,„  ,  —  «„,.<■,  Il,,, 
-i-  x.^u,  -i-  x.^iu-h  . .  .-\-  x,„  u,„  , . 

'li.    La  théorie  précédente  peut  être  étendue  sans  dil'liciilti-  à   la 
composition  biallernéc  de  s"!/)}  formes  hilinéaires 


A  ,  =  l.a]j  X,  iij,  A  j  =  i  à'^j  X,  Uj , 

('.y  =  1,2,  ...,  m). 


A.^'La'/jX^Uj 


Ici  nous  nous  bornerons  à  exposer  quelques-uns  des  résultats  rela- 
tifs au  cas  où  *  =  3. 

Kl  d'abord  on  a,  comme  définition, 


A.. A,.  A,  =  ^2<,,<„<,.x,„„//^,,,,.. 


étant  posé 


3! 
x',^     x,^     x]^ 

x'I     x'I     x'I 


"/,        '•'„       ";, 

it]^     u'i^     u']^ 

<   "l   "','. 


i'ourtant,  si  Ton  pose 


«,.,./.=  II.  ,  .   =  —  u,  ,  ,  — 


/i/i/i      "/i/i/i 


dans  le  cas  où  /.  <  /,  <  /,,  J,<j\<:j\,  et  si  Ton  écrit  syml.oli.iuciii.'nt 
(comme  au  n"  21  ) 


A ,  =  a',. ;/„  ,  A j  =  d^ //„- .  A  ,  =  r/'  «, 

Juiirn.  de  .\talU.  (  j-  s.rie),  toiiic  VI.  —   l-asc.  I.  igco. 


'  » 


I  o('> 
i>ii  aiii'ii 
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A..A,.A,=  ^, 


31 


<7,  a,,  a,  - 

a,,  a,,  a,, 

à",,  n".  a"- 

«,,  *"',.  ''',, 

=  —  XI  o]  a,  a, 

o"  ai'  a, 


"ï  "x-  "ï 

u^  ii]^.  u\ 

iil  ni-  ul 

<  <  < 

a."'  a",'  a" 


(.a  fi)rnio  Aj-Aj-An  fi^l  donc  liiu-aiiv  par  ra|)|ii>it  au\  (  „  )  vaiiahlcs 
•'iiM?  -'"lan  •  •  •  )  ■'■2:11)  •  •  •  !  cl  aussi  par  rapport  aux  (   ,  )  variai  il  es  //,  . , . 

On  remarquera  que  le  produit  A,. A. .A3  ne  cliangi^  pas  (pi, nul  on 
|)crmutc  entre  eux  les  trois  facteurs  A,,  A^,  A3. 
On  a  en  particulier 

rt,  ,      a,  ,      a, 


A.A.A  =  i: 


f,  i      a. 


et  aussi 


K.i:.i:  =  i./. 


Le  déterminant  [A.A.Aj  a  pour  cléments  les  diveis  niineuis  <lii 
troisième  ordre  du  déterminant  |A|,  de  sorte  que  l'on  a,  dapiès  ce 
(pion  sait, 

|A.A.A|  =  |Aj^''*. 

'J.'i.    Dans  le  cas  actuel  on  a  la  relation  fondamcMitale 

3!(A,.A,.A,)(A..A.,.A,)  =  S(A,A,.A,A,.A3\„> 

on  désignant  par  S(.\,  .\,.  Aj  A  ...Aj  Af.  )  la  si  un  nu*  des  i!  e\pies>ioM> 
«pi'on  peut  déduire  de  A ,  A,..\..,  .Aj.  Aj.X,,  par  la  permutai  ion  di-  I  roi- 
indices  /(,  5,  (i. 
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l'ariiù  les  corisôqiKMiccs  di-  celle  relalioi»  iitUoiis  les  roiiiiiiles  sui- 
vantes 

(  A,..\,..\:,)(A.A.A)  -.\,A.A,A.A,A, 

(A.A.A)(A,.A,.A3)  =  AA,.AA,  AA,. 
(A,.A..A,)OV,.A,.A,)  =  A,A,.A,A,.A,A,, 

(loiil  la  (Iciiiière  expiiiiie  (|ue  li's  siilislilutioiis  A. A. A  rmineiil  nu 
ji'i'oujie. 

On  a  aussi 

(A.A.A)!^=  Af.Af.A? 

ri,  m  |.ailiciilicr,  dans  le  cas  où  |A|  7^  o, 

(^A.A.A)-'  =  A  '.A-.A-'. 
Si  run  a 

ri  que  Von  rrprëscntc  par  S  o(^',  ^",  i")  la  .somme  des  V.  r.r/jns- 
.sio/i.s  qu'on  déliait  de  ç-C;',  ^",  ""<)  par  la  permutation  des  lettres  ;', 
;",  H",  Vé(iuatiun  raraeléristique 

|ç;(A;A;A)-aE.E.K;  =  <. 

de  1(1  forme 

9(A;A;A)  =  Ic,,,,p.A^.A^=.AP.. 

aura  pour  racines  les  (^'"  ]  valeurs  que  prend  l'crp/cssion 

pour  les  diverses  combinaisons  par  trois  des  racines  de  i équation 

|A- aK|  =  o. 

l'armi  les  cas  parlicnliers  de  ce  résullal  notons  les  sni\anls  : 

lA.E.K  -  aE.E.EI  =  wWis.+K-^  ;,.)  -  Aj- 
I A.A.E  -  aE  e.E|  =  n[K?-.^.  +  ?.,?..+  ^.-.^  -  ^]' 

lA.A.A  -  aE.E.EI  -  ri[?,  HJ„-  XJ. 


io8 


CYPARISSOS    STEni.VNOS. 


2<>.  On  ?p  iiMul  aisi-niont  compte  cniiinionl  les  propriéti's  procé- 
(lonlos  peuvent  être  généralisées  pour  le  cas  du  jnotluil  altei  ut-  d'un 
nonii)re  quelconque  s'^rn  de  formes  bilinéaires. 

Ilemanpions  ]iourtant  ([ue  Ton  a,  en  général,  pour  le  |)ri>diiii 
l>iallerné  A',  de  s  formes  égales  à  A  =z  f(^,r,  a), 


A'  = 


/y.r\  II')        /(.'■,  Il'  )        ...       /( >',  »'") 
/(x,  Il  )      /(.c\  u")       ...     /{.c",  u'>) 


/(.''',  W)     /(.v\ii")      ...     /(.r^/^") 
Cette  forme  conduit,  en  remijlaçant  les  déterminants  des  taMeauv 


et 


I'.      II. 


par  les  déterminants  complémentaires  des  tableaux 


et 


à  l'afljointe  d  ordre  ni  —  .s  de  la  forme  A 
o        ...        o       x'r"     x\ 


o 


".! 


multipliée  par  (^—  I)"''    ''. 


SLB     UNE    EXTENSION    DU     CALCtL    DES    SUBSTITl  TIONS    MNÉAIIIES.       I  C)f) 

De  iiu'ine  que,  dans  le  cas  où  *  =  2,  la  relation  fondamentale 
2(A,.A,)(A3.A,)  =  A.A3.A,A.H-A,A,.A,A. 
peut  être  déduite  de  la  relation 

(A,.A.)(A,.Aj  =  A,A,.A.A,, 

au  moyen  des  opérations  A,  jr- ,  A  ,  j^,  de  même,  dans  le  cas  <,'énêial, 
la  relation 

(AO(Ai)  =  (A.A,y, 

<|ui  l'xprimcque  les  subslilulions  A' forment  un  groupe,  peut  conduire, 
par  des  procédés  analogues  et  en  remarquant  rpic  le  produit 

A.. A,...  A. 

est  indépendant  de  Tordre  des  facteurs,  à  la  relation  fondamentale 

*-:(A,.A, . . .  A,  )(  A,.,.A,,, .  .  .  A,,)  =  S(A,  A,,,.Aj  A,., .  .  .  A,  A,,  ), 

le  s\  nd)olc  de  sommalion  S  se  rapportant  à  toutes  les  expressions  ana- 
logues à  A,  A,^_,.A^,  A,^.,  . . .  A,  A^j,  obtenues  en  permutant  dans  cette 
expression  les  indices  5  -f-  i,  .y  +  2,  . . .,  2*. 
Si  l'on  pose 

-;(   -        -  ^    )  =  I.C  '?''?■■  ï?- 

7  \  ->  n     "S'Jl      •   •    •  t     «SJ/    ^^p,pj,..p,'9(     '»2     '    '    '   ~s 

et 

o(A:A;...;A)  =  lc,,,,..,.A?'.A?-...A?-, 

on  aura,  de  même  qu'aux  n"'  23  et  24-, 

|o(A;A;...;A)-XE'|  =  lI(Sç>(?„,^,.,...,^J-A|, 
et,  en  particulier. 

Cette  dernière  formule  fait  voir  que  si  l'on  relranchc  A  de  lous  les 


CVl'AinssOS    STKIMI.V^OS. 


ririnrnts  ilr  la  tUagonalr  priiicipolc  du  (Iclcriniiiaril  \  A'|  on  ohlii-nl 
un  noui-rau  dètrrtiiiiiant  qui  a  pouiraciiu's  1rs  produil.s  des  ftninrs 
tli-  V rtjunhon  \  A  —  A I]  |  ^=  o  prises  s  À  .v  (  '  ). 

Di-  là  on  déduit  la  inopiirlo  roniiue  (^)  (juc  lo  drlcrminaiil  ayant 
|)(Mir  «'•ItMiKMits  les  divers  mineurs  d'ordre  .vl  m  du  délerminaul  |  A  |  est 

i\i;al  à  la  puissance  (       )  du  dolerininant  |  A  [. 

Il  est  cgalemcnl  aisé  de  voir  coinuiciit  on  [m-uI  ohleiiii  la  soluliou 
du  |irnl)lènic  suivant  : 

l'imit  doiirirr  une  rqualloii 

_/"(  ;  )  =  ■;'"  -1-  f/ 1  ;'"   '  H-  . . .  -t-  (i,„    ,  :  ■+■  (7,„  =  o 

et  une  fonction  entière  symétrique 

i\->\1  ^il   •  •  -l  -sj  — '-(>,j>,...?,-:|    -.2    •■•-■si 

des  l'aria/des 

Iromer  i'équalion  d'oidre  i       \  avant  pour  racines  les  [  "'  )  ralciiis 

que  prend  5 (;, , ^^i  ■  •  •  > ?j) /"-""'  /''"^ dicrrses cvinhinaisons des raciiws 
de  /(^)  =  o  prises  s  à  s. 

\:n  ellel,  si  Ion   lepréseiiLe  pai' A  la  même  forme  bilinéaire  (juau 
w"  I  i,  re(|uation  cherchée  sera 

|9(A:  A:...;A>-  aI'?|  =  o. 
l!emar<|uons  eidin  (|ue  Ton  a 

a,.a,...a„,^;a,.a,...  A„,:.r, ,...„, //,,.,.„,. 

'i7.    l'.ii    pailani    di-s   jir  n|>rirlrs  de    la    cimiposil  ion   liiallcriiri'    des 


(')  G.  lUnos,  Malhem.  Annaten,  l.  XLVIII,  p.  '117;  1896. 
(')    Frankr.   Crelle's  J..   I.  61,   p.  35o;  i863.    l'otir  des   renvois   relatifs  voir 
l'Article  de  M.  NcUo,  cité  plus  liant  (p.  8.j). 


SI  II    I  m;   kxtknsion   dv   cm.cii.   dks   SLiisriTtriONs  i.inkaiiiks.     i  i  i 

foiiiifs   KiliiH'airrs,    on    |)i-iil    icirniiNor   ci.'llcs   di;    Iciii'    itiiijdiicliuii. 
cxaiiiiiM-cs  (liiiis  le  |Ht'T(''d('iil  dliiiplln'  (11^. 
\'A\  t'Il'ct,  si  roii  a  li's  foriiios 

A  =  -a,j  ./;,  i/j  (/,  y  =^  1 ,  2.  . . . ,  /«  ), 

li  =  IAA/.VAf/  (/.-,  /=!,'-«,  ■••,")' 

on  |ii'ul  coiisidriMM"  le  [nodiiil  liiallciiic'! 

(A  +  15). (A  +  15)  =  A. A  -f-  -A. 15  +  15.15, 

où 

A .  A  =  i (  a,_,,  a,,,^  —  «,,,_ a,_,,  )  x-,_,^  w,.,,         (  /,  <  /,, ,  y ,  <  /.,  ) , 

15.15  =  U  /hjjhj.  -  ^hjhj))', -,,},,!,         (A-,  <  A..  /,</.) 
cl 

•;>.  A.15  =  ^a,jb^,{.r,y\-  x]y\)iu\K\-~  u]v\). 

Ainsi  donc  la  tonne  2  A.  15  ne  dillV-rc  de 

Axl5=Ir/,y;,A,JV 

(|ne  par  la  désignation  dos  variables,  qni  sont  du  reste  res[)(;rli\cniiMil 
cogi'édienles  aux  variables  x^y^  —  •''".Yki  ", '"/  ~  "/'"/?  puis(jiie  les  imc- 
el  les  autres  sont  soumises  aux  luènies  suhslilutions  lorsqu'on  soutncl 
les  J7,  «,  y,  V  respectivement  aux  substitutions  A,,  A!,,  15,,  15,. 
SI  niainlcnaiit  on  pose 

A ,  =  1  d,^  X,  tij ,         A  2  =  -  a",i  Xj  Uj , 
•^1  =  -''^/>'*(V.  B,  =  I.hl,yf,Âi, 

on  aura,  d'après  la  loi  t'ondauienlali'  do  la  composilion  biallri m'-c, 

2(  A,. H,  H  A, .15,)  =  A,A,.n,l5,^  A,I5,.I!,  A,, 

mais  comme  A,  15.  =  H,  A,  =;  o,  on  aura 

2(A,.B,)(A,.15,)  =  A,A,.15,15,. 


112  OYPAIUSSOS    STEPIIANOS. 

()ii  ohtii'iil  (lo  là,  en  rtMiijilarant  sî(^A.I5)  par  A  X  B,  clc,  la  relation 
(A.xB,)(A,xB,)  =  A.A,>:n,n„ 

<]Mi  constilne  la  loi   foiulanKMitale  fie  la  conjonclion  des  formes  bili- 
iiéaires. 

Uemar(|iions  aussi  que  le  déterniiiianl 

(A  --  B  ).(X  +  B)  -  A(K  4-  V).(E  +  F)| 

osl  Ir  j)ro(luil  des  trois  délcrniinanls 

|A.A  -aE.KI,         |B.B->J'.F| 

I2A.B-  2XE.FI, 

dont  le  dernier  coïncide  avec  le  dclerminanl 

\AxB--kExV\. 

La  composition  biallernée  des  formes  hilinéaires,  étendue  à  un  plus 
i;rand  nombre  de  telles  formes,  conduit  éf^alemenl  à  la  composition 
mixte  de  ces  formes,  dont  il  sera  question  dans  le  (lliapilic  (jui  suit- 

IV.  —  Composition  mixte  des  formes  bilinéaires. 
28.    Ivlant  donnés  plusieurs  produits  biallernés  de  formes  bilinéaire.^ 
A, .A, ...A,.     B,.B,...B„     ..., 
on  piml  ronsidérer  le  produit  de  leiii-  conjonclion 

(  A,.A,...A,)>  (B..B,...B,)x... 

(qui  subsiste  même  dans  le  cas  où  s  ou  l. . .  devient  égal  à  zéro  ). 

Les  propriétés  de  ces  produits  mixtes  peuvent  se  déduire  aisément 
de  ceux  des  produits  conjonctifs  et  bialternés. 

Nous  allons  exposer  queltpies-uncs  de  ces  propriétés  pour  le  cas  du 


SLIl    UNK     EXTENSION     DU    CAI.CII.    DES    SIIISTITUTIONS    LINÉ.VIII  F.S .       I  I  i 

.\,.A,.A3X  15,. 15,. 

Si  l'on  pose 

A,  =  «',//»  =!«;,  ./-«wy, 

Ao  =  <i ,'ii"  =  -f',i  ''if'ji 
(  o  II  i,  J  =  i ,  1,  . .  .^  m;  A ,  /  =  1 ,  2 ,  . .  . ,  //  j , 


et 


soit 


A,.A..A,=  ± 


o,  r/,„  r/,.. 
«"..  a,'.  a'I-. 
«"',.     a",     a"',., 


B,.K=i, 


"x        11^  "r 

//;.,    //;,.  «;, 

«'a...     //!j..  ;/"., 

•>     '> 


A,.  A,.  A3  =  3] -«-,.=.. a„/„.-^/,v. «/„„.. 


•lanl  posé 


^.,  <2i.  «,, 
cr-^  r/J^  à-^ 
a'I     aj'     aj^ 


•t  cil  sii[)|K>s;iiit  <|UC 


>'*,*,  ^ 


X/^  x,_  x,^ 

xv^  x"  x'i^ 

x'I  xl  x'^[ 

Ja,  y,. 
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(  >n  aura  ainsi 

losultat  ul)tciui  on  roniplaçaul,  dans  le  produil  ali;(''l)ri(Hio  dfs  deux 
formes  A,.  Ao.  A,  et  B,.  Bj,  les  produits 

•'■...,..7*,*  =  '       ";,;,/■'■/,^  O^l''  '.  <  'i<  ';m  J,<Ji<J:n  /<  .  <  />i,  '.  <  ^  > 

par  les  variai)les 

Si  Ion  pose 

A  =  IciijXiiij,  \\  =  I.r,//,.  B  =  Ihtiy^i-i,  F  =  I/a''.* 

el 


I   «../,     «v=     «.„. 

«;;;:;:=  I  "...,,   "...i-.  «-.z.  '-      ''^^  ^ 


'Wi  1,1:  '»/. 


A. A. A  X  B.B  =  Zcifji;yy;;f?^:iiïè!l^, 

A.  A.  A  X  F.  F  =  i:«;:;;;;^:^;c«i:^'> 

F.K.Kx  B.B  =  l^J;*=::^X «;;;;", 

K.K.KxF.F  =  i7^X'«m''- 

"iî>.    Si  l'on  soiinu-t  1rs  \aiial)les  x{x\.r'\  ...)  q\.  y\y\,y'\  ...)au\ 
sul)stilutions  A,  r|  B,,  les  i>\pressions 


v.'.= -  —  •'■',•*■',•*■-.'        Yk 


=  2.i£  \ 


*,/«. 


M)nl  siiMMiisrs  rcspeclivcnienl  aux  sul)slihilious  A.  A.  A  ri  i>.  I>  (  n"'2(>). 
l'I  les  rxprcssions 

•<-m','  =  •'■/,/,i,^'*,«, 
à  la  >ui)>lilMli<>ii 

\,.A,.A,x  B,.B,. 


sin   im;   extension   ih'   cvrcii.   hes   substitutions  i.inkmiies.     ii5 
De  iik'imo,  lorsqu'on  soiimcl  l(-s  vai'iahlfs  ii  cl  v  aux  sul)sliuiliiiiis 
A!,  ol  B!.,  les  expressions  //^^^  et  »■,,  soul  sniiinises  respcctiveincnl  aii\ 
(riirisfnniialions  A'^.A,.A!.  el  IV.-H!.,  cl  les  e\|)icssions 

"vi"  ="/,/.//'//, 

à  l;i  liansloiiualioii 

a;.a;.a;x  u^.n;. 

50.  D'après  les  propriétés  de  ropi'Talioii  de  eonjoiiclioii.  ou  aura 
la  relaliou  foiulauienlale 

(A,.A,.A,x  n,.H,)(A,.A,.A„x  Ua.BO 

=  (A,.A,.A,)(A,.A,.A,)x(lî,.l$,)(B.,-B.). 

où  (d'après  lesn^^'il,  25) 

;3.\A,.A,.A,)(A,,.A,.A,)=--S(A,A,.A,A,.A,A„), 
2!('B,.B,)n53.B,)r-B,B,.13J},  +  B,B,.13,B,. 

<  )u  aura  eu  [)arlieulier  : 

(A.A.AxB.B)(A,.A,.A3x  B,.B,  )  =  AA,.  AA,.  AA,  x  BB,.BB,, 
(A,.A,.A,x  B,.B,)(A.A.AxB.B)  =  A,A.A,A.A,AxB,B.BJ{, 
(A,.A,.A,x  B,.B,)(;K.K.Ex  F.F) 

=  (K.E.ExF.F)(A,.A,.A,xB,.B,)  =  A,.A,.A,xB,.B„ 
(  A, .  A, .  A ,  X  B, .  B,)(  A,.  A,.  A,  x  B,.  B, ) 
=  A,A,.A,A,.A,A,x  B,B,.B,B,. 

Celle  dernière  formule  fait  voir  ([ue  les  subslilulious  A. A. A  x  B.I> 
constilueiil  un  f^roupe.  La  suhstitulion  idenli(jue  de  ce  groupe  cor- 
res|)oud  à  la  forme  E.l'].!"]  x  F.  F. 

(>omuie  on  a,  de  plus, 

(A.A.AxF.F)(l'-l*-Fx  B.B) 

=  (E.E.E  X  B.B)(A.A.A  x  F.F)  =  A.A.A  x  B.B, 
(A,.A,.A.xF.F)(A,.A,.A,xF.F)  =  A,A,.A.A,.A,A,xF.F, 
(E.E.E  x  B. .B,  )(E.E.E  x  B,.  B,)  =  E.E.E  x  B,  B,.  B,  B„ 


ll(>  CYPAniSSOS    STÉPIIANOS. 

(111  \oil  (juo  le  i;roii[)o  ck-s  siil)slitiilions  A.A.A  X  15.1!  couipiviKl  les 
lieux  sous-proupcs  A.A.A  X  F.  F  cl  l'-.lvK  X  B.lî,  iloul  chacun  («iin- 
|uoiid  clos  subslitulions  cclianp:cal)lps  aux  subslilulions  de  rautrc  <  )n 
voit  aussi  que  loule  subsliliitiou  A.A.A  x  lî.B  esl  le  produit  diiiir 
substitution  du  premier  «groupe  ])ar  une  suhsiilution  du  second. 
On  a  égaleuieul 

(A. A  A  x  n.BY=  Af.AP.  APx  BMi?, 

et,  en  parlicidier, 

(A.A.A  xB. H)  '  =  A   '.A   '.A  'xli  '.H  ', 

dans  le  cas  où  |  A  |  ^  o,  |  B  |  ^^  o. 

lùant  donnée  une  fonction  entière  (jueleouijue  d(>  ;',  ;",  ;",  r,  ,  yj", 

nn  |>eul  poser 

o(A,  A.  \  :  P.,  P.)  =  2c,p,„,AP..AP-.AP.x  B'..P,'.. 

A    la    niiMiie   foinie   z>  conduisent   ('viileuinicul    tontes    les    fonclinii- 

déduites  de  o  ])ar  la  permutation  des  H',  ^",  ^"  ou  tics  r,',  r/  et  aus>i  la 

moyenne 

_L_c_/!:'  ï"  ;:■■.  ..'  ^«\ 
■3  !  -î  !      "^  ^  ~  '  "*  '  "    ^    '  '    '  / 

de  ces  3!  2!  lonrlious,  fpii  esl  sNun'liKpir  ausM  Inen  |iar  ra|)porl  aux 
^',  ^",  ;'  ,  cpii'  |>ar  rapport  aux  r/,  r/ . 

Les  diverses  formes  Z),  correspon<lanl  à  deux  formes  A  r|  jî  doum'-es. 
sont  éclianireables  enlrc  elles. 

."»l.  Si  dans  les  formes  A,.  .\,,  A,  on  soumet  les  variables  .<•  et  // 
aux  subslilulions  A,,  A',,  et  «pie,  Ar  lurine,  dans  li>s  fm  iiir>  P>,,  I!,  mi 
soumet  les  variables  )•  et  r  aii\  •^ulisliluliniis  |!,,  |i,,  <>n  nhlii'iil  rini( 


sril     UNE    EXTENSION     DU     CAI.CIL     DES    SL  IISTITI  TIONS    I.INEMItES.       CI- 

iKiiiM'Ilcs  formes 

\,A,\,,     A,  A,  A,,     A,  A,  A,,      I5,lî,li,.      K.U.IJ,, 

(loiil  le  [)ro(ltiil  iiiivlc 

A,A,A,.A.A>A,.  \,A,A,>:  15, 15, 1!,.  I!,  I!.  I!, 

coïnridr'  avec  le  ivsiiltal 

(A,.A,.A.x  l},.l{,  )(  A,.A,.A,x  15,.  IJ^rA,.  A,.  A,  x  H,.  15,  i 

iluOii  (ihliciil  (Ml  somiiclliml  la  l'oiiiio  AtA,.A.X  15.,.  IJ,  aux  sul)sli- 
liiliims  A  , .  A  , .  A,  X  l>i .  1»,  t'I  A',.  A.', .  A',  X  15!,.  15!,,  0[»éives  rcs|)('flivc- 
iiiciil  sur  les  (Iciiv  séries  de  \ai'ial)l('S  .'•  cl  //. 

Mans  le  cas  où  les  suhsliliilions  A.,  cl  15!,  sonl  r('s[)('cliveiueiil  coii- 
irai^rédicntcs  aux  Iransiornialious  A,  cl  15,,  la  transtornialion 

A^.A^.Alx  151. B, 

!•<!  la  <'onlrai;ié(licntc  de  A,.A,..\,  X  15, .15,. 

ô^.    Si  les  subsliliilioiis  A,,  A,  '  cl   15,,   lî,  '  liaiisloiiucnl  A  r|    l! 
n-spcclivcincnl  en 

A ,  A  A,  '  =  IH,  .r,?/,         (  /  =  1 ,  2,  . . ..  ///), 

15,  I5I5,'  r^  lr,i,y;,i\  ( /.■  =  i,  12,  . . ..  /i  ), 

iiii  aura 

(A,.A,.A,)(Af..A^.AfM(A,.A,.A,)-'=3,l(S?^'^;V;i:'Kv.'^.-...- 
(;15,.15,)(I5^.I5'=)(H,.H,)   '  =  ^^{^ril:r^i)y,^J,^,^, 
et 

(A,.A,.A.x  15..l5,)(Af..A^.A^x  ir..  15".  )(  A,.  A,.  A,  x  B,.lJ,)  ' 

=  3-,^;  2  (  S  If:  if:  ^p-)  (  s  yjZ;  r;i;û-^:t7f^x , 


II. s  CYPAIIISSOS    STÉPHANOS. 

«Ml  (lt'-sii,riianl  par  SHf'Hf.'^f,'  la  somme  clos  'M  expressions  qiiOii  oliliciil 
en  permiilanl  clans  Hf;Hf;Hf;  les  /,,  i.,,  /.,  (/,  <  i.,  <  i\),  el  de  mèiiic  par 
>rjr;^:  la  somme  vjj;  r^f; -t-  -/jZ;  Trî7;  (où  A,  <  A,  ). 
(  h\  a  aussi,  en  général, 

(A,.A..A,x  i5,.l{,)o(A,A,A;  B,  B)(A,. A,.  A,  x  n,.B.  )  ' 

iMi  iioii>  a\ons  (l('sij;iu''  par  S:p(^,,,  H,,,  H,^;  r,^_,  r,*.)  la  somme  des  M  i'. 
\ali'Uis  (pie  prend 

■>V^,,?   ■^,,.   ^,,1    Z;*,!    '(<,,) ^'(p)(0)-!,,   -:,.   -î/,    'l*,   'K, 

li>i>(pi"oii  \  pcnmile  entre  eu\  les  /, ,  i.,,  r,  el  aussi  les  A,,  Ao. 
\iniN  déduisons  de  là  cpu-  l'i-tjitation  raracU'risttfjUC 

1  o (  A ,  A ,  A  ;  B,  B)  —  A 1-: .  V.M  x  F.  V\  =  o 

ilr  1(1  Jormii 

■o(A,  A.  A:  15,  B  )  ==  XcTp,p^,.,,,^AP..AP..  AP.x  B'..B'> 

a  poul-  racines  les  i  "  \  i     \  valeurs  que  prend  l'expression 

(i/ui  rsl  syniclrifjue  aussi  bien  par  rapport  aux  H,^,  ?,.,  Ç,,  que  par 
rapport  aux  r,<^,  y]<J,  pour  les  divers  triples  de  racines  ^,  ,  H, ,  :,^  de 
r équation  \  A  —  XI'"  |  —  o  et  les  divers  couples  de  racines  r„,,  r,<^  de 
r^quatidii  I  I)  —  A  V  I  —  o. 
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V.   —  Transformations  linéaires  des  mineurs  d'un  Tableau. 

55.   N'eus   savons   déjà   (n"    16)  que    lorsqu'on    soururi    les    r\r- 
incnts  X,A  d'un  Tableau  à  m  lignes  et  à  n  colonnes  : 

X,,,     x,„     ...,    x,„, 
x„,    x,„    ...,    x„„ 

x„,„    x„,„    ...,    x,„„. 

à  unesul)stiliilionlinrairo  A  X  B,  (|ui  fail  remplacer  X^y  par  If/,y^,7  X,*- 
lous  les  niiiiours 

de  même  ordre  s  de  ce  Tableau  soni  aussi  remplacés  par  des  condii- 
naisons  linéaires  de  ces  mineurs. 

Ainsi,  tandis  ([uc  la  substitution  A  X  F  fait  remplacer  X/  par 

E<,x;;;=  i.af/^:--x:/x:y.      (où  /. <  /,. . .<  //) 

el  (pic  la  substitnlion  1'^  X  V>  fait  remplacer  X;/,'  par 

la  substitution   A  X  B  =  (A  X  F)(K  x  B)  =  (E  x  B)(  A  x  F  )    fai 
remplacer  X  ,',  par 

i<,^;î;x;^,=  ia;;;;;;-^;;t-.^-xv;;;:;:i, 

(où  /,  </,<...<  /o  /r,  <  /.-,  <• .  .<  />s)- 

Maintenant,  si  l'on  représente  par  A'' et  B^  les  produits  biallcrnc: 
A. A. .  .A,  15. B. .  .B,  de  .v  facteurs  égaux  à  A  ou  à  B,  on  aura 

A^x  B^  =  Ifl:;,/>;j,';^;i,<. 
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(  )n    voit    |i.ir    là   i[iii'  /or.sfjt/'o/i   sotnucl   Ir.s  \j,  à  la  .siilislitidioii 
\  X  15,  /'"f  iwprrssiom;  \/  sotil  .sotimisi's  à  hi  snlisliliition  A'>;  15'. 

54.    Ce  n'snllal  [xnit  rire  i,'(Miri;iIi;:;(''  clo  Iji  iiiiuiièro  siii\aiilc'  : 
Si,  en  parla  ni  de  s  formes 

'(//  ronsitière  leur  protluil  bialli-i-né 

\,.\, \,  =  i\;;>,.v. 

les  coejfîcienls  \',\  de  ce  produit  ont  la  propriété  que,  lorsqu'on 
soumet  les  Xji  à  la  substitution^  A  X  B,  ils  sont  soumis  à  la  suhsti- 
I  II  lion  iV  X  B'',  c'est-à-dire  que  X'^'  est  remplace  par 

V.w  ctlrl,  si  lOii  i('|)i(''si'nlo  les  fornn-s  X,,  \\,,  .  .  .  syiiil)oli(jiit'iii('iiI 

I''"' 

\,  __  u j.  i\  ,         ^^a=  "y"',"» 

(^('•taiU  pose  Xj/-=  -'-j  )'/•  •■•)-,  on  aura,  comme  an  ii"  28, 


x;;: 


yi,    Yu 

//,    y\ 

yt  yt 


yi. 

y",. 


Ti-^'u)y(i)- 


Or,  soiimi'iiri'  les  X^,  à  la  siihsliltilioii  A  "<  15,  c'est  soumettre  les  j-, 
à  la  suhsliluliou  A  et  les  y,  à  la  substilulioii  15,  ce  (|ui  a  pour  résultai 
ric  souniellrc  les  X(y,  à  la  subslilulion  A',  lis^-,/,  à  la  sulisliluliou  15'  (,-1 
les  X;^;  à  la  subslilulion  A*  x  W  (voir  ii"  29). 
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On  pcul  aussi  démon Irer  la  projiriété  doiil  il  s'ayit  en  [-cinai-(]iiaiil 

(|U(,' 

Lorsqu'on  soumet  les  formes  X,,  Xo,  ...,  X^  aux  subslilulions 
A',  \V  opérées  respeclivemenl  sur  les  variabli'.s  u  cl  f,  on  ohlifnl 
s  nouiclles  formes  A'X,  13,  A'XjB,  . . .  ilonl  le  produit  biallerné 

A'\,13.A'X,b...  A'x,B 

coïncide  avec  la  forme 

(A-)(X..X,...X,XI3^;, 
f/u'un  ohlirnl  m  sou  niellant  la  forme  X, .  X, . . .  Xj  aux  suhslilnlions 

A'^=(A7,         B-=(B^)', 

,    .  .  .  —         —  ^ 

opérées  respecln-emenl  sur  les  variables  u^j^  cl  (V/j. 

On  remarquera  cjue,  en  particulier,  dans  le  cas  où  m  =  n  el  s  =  ///, 
si,  dans  l'expression  \\lz"m  =  IX, .  X, . .  .X„,|,  on  soumet  les  Xje  à  la 
substitution  A  x  B,  cette  expression  se  reproduit  multipliée  par 

|A||B|. 

53.  Examinons  mainlcnant  si,  en  dehors  des  suhsliuilions  li- 
néaires A  X  B,  il  y  a  d'autres  substitutions  linéaires  qui,  elTcctuées 
sur  les  éléments  X^^d'un  Tahleau  à  m  lignes  cl  à  n  colonnes,  opèrent 
des  substitutions  linéaires  entre  les  mineurs  Xj;;-;  J;  d'ordre  s  de  ce 
Tableau,  et  cela  quel  que  soit  .s  (^  =  2,  3,  ...,  s<ni,  s'Sn). 

El  d'abord  examinons  quelles  sont  les  transformations  linéaires  des 
cléments  Xji  qui  opcrcnldcs  transformations  linéaires  entre  les  mineurs 
du  second  ordre  X',;',;. 

Comme  toute  transformation  pareille  doit  remplacer  cluupie  mineur 
du  second  ordre  par  une  combinaison  linéaire  des  mincurs'du  même 
ordre,  elle  doit  substituer  à  tout  système  de  valeurs  des  X^y  tel  que 

Journ.  de  Afath.  ('i*  série),  lonic  VI.  —  Fasc.  I,  1900.  l(J 
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\ji^=  .Vj\',  «M  tloiil   Ions  les  iniiHMirs  thi  sfcond  (ndii-  soiil  nuls,   un 
autre  svsIi'muc  dont  lous  les  niincuis  du  second  ordre  soient  aussi  mds. 
Si  donc  une  pareille  Iransformalion  reniplaco  \jt  par 


cl  .i-j  y,  par 


/„/.('^';')'  /„/=(^.r) 

/,=  '.(■'■•>').       //./,(*%>') 

Or  cela  ne  peut  ai  ri\iM'  cpie  dans  trois  cas  seulcnn  ni  : 

i"  Lorsqu'il  V  a  ///   formes  a',.,  à'^,  ...,a""',  linéaiics  par  rapport 

au\  ./•,  et  //  formes  //,,  />[,  ...,  b"'\  linéaires  par  rapport  aii\  r.  «pii 

soient  telles  (pi<-  Vn]]  ait 

2"  S'il  y  a  n  formes  linéaires  y',,  y.,.  •••)Y"  '"l  "'  f<"''urs  linéaires 
0,,  0^ ,  . . .,  0,'"  ,  telles  rpio  l'on  ail 

fji(,v,  a)  =  yi:of  =  lY,vO,,.r, >o  : 

3"  Si  l<\s  lormes  fji(.i:,ii)  sont  toutes  drs  iniilliples  ul,v/  /'(.i\  y  ) 
d'une  niènie  forme  /{■!',  y)- 

Le  dernier  de  ces  trois  cas  ne  donne  |)as  de  solulinn  de  iioln'  pro- 
Itlème,  puisfpic  alors  la  substitution  à  laipirlli-  nu  soumrt  les  \,/  lem- 
place  tous  les  mineurs  X',]',;  par  zéro. 

D'autre  paît  le  piemier  de  ces  cas,  où  X^,  est  remplaec-e  |)ai- 

fournit  préeisc'Mn'ut  li's  liansfoiinations  A  x  15  examiiii'c^  d.in- n- i|Mi 
préréde. 

Il  n"v  ,1  di>iic  (pie  le  second  cas,  celui  où  X^,  est  iein|dac(''c  par 

f|iii  p(Hit  conduire  à  des  Iranslormalions  nouxelles. 
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Si  1  on  |ios(: 

{h  J^  h  -î,  •  •  -,  '";   /',  /=  ',  "-i,  •  •  -,  ",). 
(M  (|ii('  Inii  coiisidi'ic  II-  |ii()(liiil  ron/u/iiitf 

rxA  =  iY„c,,\„r,v 

(IfS  l'oiiiirs  Itiliiicaires  F  cl  A.  on  prut  dire  (|iu',  dans  le  second  cas,  It.'s 
clcnieiiLs  \j/  sonl  soumis  aux  liansfornialions  V  X  A. 

Nous  allons  maintenant  examiner  les  propriétés  des  transfoiinations 
r  X  A,  qui  établissent,  comme  nous  verrons,  des  sui)stilulions  linéaires 
entre  les  mineurs  de  même  ordre*  du  Tableau  des  X^,,  <piel  tjue  soit  v 
(s^m,  s'Sn). 

."(».    l'Janl  posé 

A  =  laijXiiij,         B  =  Zb,,i  >-^»v, 

T  =  I.-^iiXiV„  A  =  S  Sa; y,  Uj , 

(''77  =  1,2,  ...,  /«;  A-,  /=i,2,  ...,n), 

on  a,  cf)nforméiiient  à  la  coniposilion  ordinaire, 

AF  =  Ia,„ Y„/.r,(v,         BA  =  Zh^^  5;,^  )-^ itj, 

TB  =  2  Yrt  b^i  Xi  (V,  A  A  =  2  i^„  a„j  )  -^  iij , 

TA  =  2  Y,  A  O/iy  37,  Uj,        AF  =  1  o< .,  Yi-/  .i  '*  •  v 

('',  y,  ,4'  =  I,  2,  ...,  ///;  A,  /,  h  =  i,  2,  ...,  //). 

On  voil  par  là  (pic  les  formes  AT  et  PB  appartiennent  au  système 
de  formes  V  et  les  formes  BA  et  AA  au  système  de  formes  A,  et  que,  de 
même,  les  formes  FA  et  AF  appartiennent  respectivement  aux  deux 
groupes  de  formes  A  et  B. 

Ivn  utilisant  les  expressions  précédentes  on  voil  aisément  (jue  : 

Les  opérations  A  X  B  ^M"  x  \son(  liées  entre  elles  et  à  la  euni- 
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position  ordinaire  di's  foinics  bilincaircs  par  les  relations  fonda- 
nieritnles  sitiia/ttes  : 

(A.  X  B,)(A,  X  B,)  =  A,  A,  x  B,  B„ 
(  A  X  B)(r  X  A  )=   Ar  xBA, 
(r  X  A  )(Ax  B  )=    FB   xAA, 

(r,  xA,  )(i\x  A,^=  r,Aj  xA,r,- 

La  sijjnitication  de  la  [irciiiirro  do  ces  rolalions  est  déjà  connue. 
Quant  aux  autres,  elles  font  voir  que  le  produit  d'une  suhslilution 
A  X  B  par  une  substitution  F  X  A,  soit  d'une  substitution  F  x  A  par 
une  substitution  AxB,  est  encore  une  substitution  du  système  FxA, 
et  que  le  produit  de  deux  substitutions  F  x  A  est  une  substitution  du 
groupe  AxB. 

On  remarquera  aussi  que  l'on  a 

(ExF)(FxA)  =  (FxA)(ExF)  =  FxA. 

Du  reste  les  substitutions  F  X  A  n'appartiennent  pas,  en  général,  au 
groupe  A  X  B.  On  ne  peut  avoir,  en  clfel,  la  relation 

A  X  B  =  F  X  A, 

qui  équivaut  à  l'identité  algébrique 

que  dans  le  cas  où  il  y  a  quatre  formes  linéaires  a^,  by,  u,,  «p  telles 
que  l'on  ait 

A=a^«a,         B  =  b,i-^,         F  =  axi'p,         l  =  b,u^. 

57.  Dans  le  cas  où  m  =^  n  l'un  des  deux  déterminants  [  FA  ,  |AF 
est  identifjuemenl  nul.  En  particulier,  si  m  >  «,  on  a 

IFAl^o,         lAFI^o, 
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tandis  (iiic,  sim<^//,  on  a 

|rA|^o,      |Ar|=o. 

•    Il  suit  (le  là  qiip,  lorsijiic  m  -/  //,  on  a 

|rxA|=o. 

\li\  oilol,  connue 

(rxA)-  =  rAx  Ar 

on  doit  avoir  (d'après  le  n"  9), 

|rxA|^=irA|"|Ar|"'=o. 

D'autre  part,  lorsque  m  =  n,  on  a 

irA|  =  |Ar|  =  |r||Ai 

et 

|rxA|  =  |rj"'|A|"'. 

38.   Si  l'on  part  des  formes 

r  =  2Y,7>r,p^         et         A  =  ZZ^j  y^Uj, 

on  peut  considérer  les  produits  bialtcrnés  P  et  A^,  de  .9  formes  égales 
à  r  ou  à  A. 
On  aura  ainsi 

OÙ 

((/)  —  11,1...  .1,  —  -  —  T',',  i'..i,  •  ■  •  ii.i, 
et 

On  aura,  de  même, 
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où 

el 

y,<y.<...<y.<     A,<A,<...<A,. 

(  )ii  iima  donc  pour-  lo  pi'odiiil  iiiixlc  V'x  A' 

Il  !>(•  liou\("  iiiaiiilc'iKiiil  ([iii-  s/  l'o/t  app/iqi/r  aiir  \ji  la  stihslilii- 
lioii  1"  X  A.  f/di  n-ni place  \ji  par  ^Y/v'^Ay  ^m-  /''•'>'  expressions 

so/it  sot/f/iisrs  à  la  .suhslilalioii  Px  A'',  qui  remplace  \',  par 

I"l.  plus  t;i''iii'Miili'inriil  : 
Si  en  parlant  de  s  foi- tn  es 

on  considère  leur  produit  biallcrtiè 

x,.x,...x,^i:x;>,^,r^,„ 

les  coefficients  X/  de  cette  forme  ont  la  propiiété  d'être  soumis  à 
la  substitution  P  X  A',   lnrs(pi'on  soumet  les  \j,  à  la  substitution 

rxA. 

<  )ii  |i.'ul  fh'iiioiiliTr  celle  |M'oj)ri(''t('"  on  icniai  (|iianl  i|iic  : 

Lorsqu'on  soumet  les  formes  X,,  X^,  ...,  X,  aii.c  substitutions 
V ,  A',  opérées  respectivement  sur  les  variables  u  et  c,  dont  \  rem- 
place u,  par  Z\'i/t'i  et  A'  remplace  c^  par  ^L^ijUj,  on  obtient  s  nou- 
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.,//<■.%■   fi>iiiii'.s  V  \,A,   l"\,A,   ...,  F'XjA  (lijiil  !<•  piuiluil  hiuUi-inr 

r  \,A.r  \,A...r  \,a 

i-i,tnr.id<'  a\C(;  la  furiin' 

(r')(\,.\,...x,)A', 

ijUDii    olilifiil   fil   souiiit'tlanl,  dans    la  /oiiiir  \,.\^.  .  .\^,  les  ivi- 
riahh's  //,,,  rf  ^•^^^  aux  subslitulioiis  T'  =  (P)'  et  (A'-*)  =  (A'')'. 

Il  c^l  ;'i  tcmar(|ucr  (juc,  dans  le  cas  où  iii<^n,  la  iVnim-  P"  X  A'" 
(Icviciil  le  [nodiiil  do  deux  l'acleiirs  linéaires  piiiscju'oii  a 

il  m  csl  de  iiiriiic  |ii)ui-  la  l'oiiiie  V"  X  A"  dans  le  cas  on  ///  >  //. 

r»î).  I,c  cas  le  [)lus  inloressanl  pour  les  subslitulions  T  x  A  est  celui 
nù  Ton  a  //i  rrr  /;,  car  alors  le  délerniinant  |r  x  A|  n'est  pas  idcnlique- 
nirnl  nul. 

Si,  dans  ce  cas,  on  représente  par  0  el  II  les  deux  t'oi'ines 

G  =  l./-,c,.  Il  =ly^i//,         (/,/>■  ^  I,  2,  ..., ///), 

on  a 

0xii  =  i:\„LV 

(  )n  voil  par  là  <\uc  la  siihstilitliun  t)  X  II  <i  polir  l'Jfi't  dr  rfiiiplao-f 
\,^  par  \a,,  c'est-à-dire  de  l'aire  reloinner  le  déleiininanl  |  A  |  autour 
de  sa  diaj^onale  j)rincij)ale. 
On  a  •'■i;alenient 

(0xlI)^  =  0Hx  II0  =  i:x  F, 

(rxA)(0xii)  =  riixA0, 
(0xii)(rxA)  =  0Axiir 
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et  aussi 

r  X  A  =  (ni  X  â0)(0  X  H)  =  (0  X  IIX0A  X  IIP) 

On  voit  ainsi  que  la  subslitulion  F  x  A  peut  être  obtenue,  suit  en 
composant  la  transformation  FH  x  A0  {qui  appartient  au  groupe 
A  X  B)  aicc  0  X  H,  soit  en  combinant  0  x  H  avec  la  transforma- 
tion 0A  X  HF  {qui  appartient  également  au  i^roupe  A  X  B). 

Dans  le  cas  actuel,  où  Ton  a 

F""  X  A'"  =  I F 1 1 A I  ;?;  L.:;;;  «;^:::;;;, 

il  se  trouve  tjue  si  dans  le  déterminant  \\\  on  soumet  les\i,à  la 
transformation  F  x  A,  ce  déterminant  se  reproduit  niuUipUé  par 
F 1 1 A  ].  Il  en  est  de  même  pour  l'expression 

|X,.x,...x,„|  =  x-::;. 

iO.  En  rosiuiianl  les  résultats  précédents  pour  le  cas  où  ///  =  n,  ou 
voit  que 

Les  seules  transformations  linéaires  des  élé/nents  \ji  d'un  déter- 
minant qui  établissent  des  substitutions  linéaires  entre  les  mineuis 
de  même  ordre  de  ce  déterminant,  sont  :  i"  les  transformations  du 
groupe  AxB;  2°  la  transformation  0x11,  qui  remplace  \j, 
par  \ij  ;  3°  les  transformations  qu'on  obtient  en  composant  les 
transformations  AxB  avec  0  x  H,  soit  0  x  II  avec  les  transfor- 
mations A  X  B.  Ce  troisième  système  est  constitué  par  les  trans- 
formations F  X  A,  au  nombre  desquelles  (ipj>ftrlient  aussi  la  trans- 
formation 0x11. 

Dans  le  cas  où  m  ^^11^=  u,  les  Iransforuialious  A  x  B  coii^lituowl 
un  groupe  identique  à  celui  des  homographies  de  l'espace  qui  laissent 
invariable  une  surface  du  second  degré,  à  discriniinanl  dilîérent  de 
zéro,  eo  transformant  en  lui-même  chacun  de  ses  deux  systèmes  de 
droites,  tandis(pie  les  transformations  F  x  A  correspondent  au\  homo- 
graphies de  l'espace  f[ui  échangent  entre  eux  ces  deux  systèmes  de 
droites. 
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.S/(r  la  déterniination  des  intégrales  de  crrlai/ics  (yaatiO/is 
linéaires  du  seeond  ordre  par  leurs  valeurs  sar  an 
contour  fermé; 

Pak   m.  i:>iii.i;  piCAUi). 


.le  me  suis  occupé  clans  plusieurs  Mémoires  de  re.vleiision  du  pro- 
lilrnic  de  Dirichlet  aux  équalions  aux  dérivées  partielles  du  second 
ordre.  Ayant  repris,  l'année  dernière,  cette  question  dans  mon  Cours, 
jai  complété  et  précisé  ces  recherches  sur  quelques  points  (');  c'est  ce 
(pic  je  me  propose  d'inditiuer  ici  en  priant  le  lecteur  de  se  reporter 
d'ahijid  à  un  de  mes  Mémoires  sur  ce  sujet  {Comptes  reralus, 
lo  décembre  1888,  et  Joiirn.  de  Math.,  i8()Oj. 

iNous  nous  bornons  ici  à  It^qualiou  linéaire 

/   ^  <y- ti        ()-ti  ,  ôii  du        r 

'  O.v-         ày-  ().r  Ov        •'  ' 

tl  nous  siqiposons  seulement  que  d,  e,  f  sont  des  fonctions  continues 
des  \ariables  réelles  xet^',  ayant  des  dérivées  partielles  du  premier 
ordre  continues  (*). 


(')  Un  résumé  en  a  élé  donné  dans  les  Comptes  luiiclits  (ly  juin  1899). 

(')  Si  les  coefficients  sonl  analytiques,  on  peut  arriver  dans  le  problème  qui 
nous  occupe  à  des  résultais  plus  généraux;  c'est  ce  que  j'ai  montré  (Coniph-i 
rendus.  19  février  et  2.3  avril  1900). 

Jotirn.  de  Mtil/i.  ('>•  sirie),  l.mio  \I.  —  |"usc.   I,   ujoo.  I7 


I  {o  É.     IMCAHP 


I. 


I.    1  iii^  itiidi''  |iri''Iiiniiiairc  in(Iis|i>^i)s;il)li'  i'>|  ichilivi-  à  r(''(|iiali(>ii 

Nous  considiToiis  un  coiiloiii'  siiii|il('  (!  n'i^iilirrriiiciil  aiiiilvlii|u<-, 
r"csl-à-(lirc  fornu'  par  iino  seule  ligne  aiialyli(|ue,  et  nous  supposons 
que  la  fonclion  y(x,  ^')  soil  conlinue  dans  Taire  liuiilée  par  (i,  ainsi 

tpic  ses  dérivées  partielles,  (pic  nous  supposons  exister,  —  cl  -j- •  On 
suppose  ipic  Ion  ait 

l/(-->r;i<»-\  |^.|   Cl  If  |<l^  ^dansCcIsurC), 

l' l'I  1- 1  l'tanl  il('M\  conslanles.  Si  l'on  di'-sii;uc  |)ar  r  la  solution  conlinue 
de  l'écpiation  ('.j  s"annulanl  snr(],  il  (>sl  classi(pic  (pic  ci'llc  intri^ialc 
est  donnée  par  la  formule 

'■  =  -  ;^  /  /^"'(^i  "/i;  •'-0')fK'-^  ■f,)àl<lr^. 

Lintégrale  double  est  élcndiic  à  lairc  liniiti-e  parC,  cl  la  t'onclion  (i 
représente  la  fond  ion  de  Greeii  iclaliM'  au  coiilour  (  ]  cl  a\anl  je  pdinl 
logaritlinii(pie  (  .r,  3). 

il  est  bien  connu  (pfavec  les  li\  polli(''ses  failes  sur  /'.  la  ioiiclion  »  a 
des  dérivées  premières  cl  secondes  à  rinlèricuv  de  (],  (pi'ellc  satisfait 
a  la  relation  (2),  et  qu'elle  sannule  sur  le  contour.  Nous  avons  besoin 
pour  la  suite  de  nous  assurer  que  ces  dérivées  restent  Unies  sur  le  ((ui- 
lour  supposé,  coininc  nous  l'avons  dit,  régniièrenieni  anal\li(pic,  cl 
<lo  lrou\'or  une,  limite  sapriirun'  de  h-urs  valeurs  ahsohirs. 

.)"ntiliseiai  pour  cela  une  Iransfornialion  faite  par  M.  i'araf  dans  sa 
llièse.  Désignons  para  cl  /'  les  dcuv  variables  iiidé[)en(lantes,  de  sorte 
•  pie  nous  consid(''i()ns  rc(pialion 

c>'e    ,    (^'e         ,.         ,  , 
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Siiil  (  ]  le  coiiloiir  doiiiK';  |ii('iioiis  sur  lui  un  arc  siilli-iimiinMil  |n'til, 
y.'^,r\  liacmis  Taie  7.^^.  La  IdiidiKii  tfc/, />)  [inMid  la  \ali'iii-  :  i- ru  su  ly/fj 


r\  pn-iid  (Tiiaiiies  valoiirs  sur  ay^.  Soit  ii((ij>)  la  fuiictioii  haniio- 
iii(|iic  |iiciiaiil  los  iiiôines  valeurs  (jiicf(a,  h)  sur  le  coiiluur  l'oriné  ayj^a. 
SI  l'on  [losc 

(•  =  «-+-  ir, 

(f  s'aiiiiiilcia  sur  le  coiiloiir  a^J^a,  cl  Ton  aura 
(5) 


Nous  Ml"  (liniiinu'rous  pas  la  ^MMirralilé,  en  sn[>|)()sanl  (|ue  y^  se  ré- 
duise à  une  droite,  car  on  peut  lonjours  Uanslnmicr  a^i  en  une  droite 


par  une  rcprésenlaliou  couforinc,  puisque  l'arc  a^  est  analyliijue;  la 
l'oucliony  se  trouve  sculemcnl  uiulli[)lice  par  un  facteur  restant  fini  cl 
dépendant  seulement  du  contour.  Ou  peut  supposer,  de  plus,  que  ay^i 
soit  une  demi-circonférence.  Nous  allons  montrer  ijue  les  dérivées  des 


l3.2  É-     IMCMiP. 

i\<-\\\  premiers  ordres  //  el  ir  lemleiil  vers  des  liiiiilcs,  i|ii.iiiil  (  »/.  fn  li'iid 
vers  un  point  O  (le  milieu,  si  Ion  veut)  de  ajï. 

Prenons,  à  cet  elTet,  le  demi-cercle  x^'^,  synirlricpie  île  ayS,  el  for- 
mons la  fonction  harmonitpie  dans  le  cercle  prenant  sur  ay^  les  valeurs 
de  {/  et  sur  ay'^  des  valeurs  égales  et  de  signes  contraires  au\  points 
symétriques  par  rapport  à  a[3.  La  fonction  harmoni(pie  ainsi  formée 
coïncidera  avec  u  dans  le  demi-cercle  supérieur;  nous  aurons  donc 
en  O  des  valeurs  finies  pour  toutes  les  dérivées  de  //. 

l'assons  à  iv.  Prolongeons  la  fonction /(a,  b)  dans  le  cercle  ay'JÎ 
par  riivpotlièse  qu'en  deux  points  symélri([ues,  la  fonction  ait  des  va- 
leurs égales  et  de  signes  contraires.  La  fonction  /  ainsi  formée  sera 
discontinue  le  long  de  a^,  et  ce  sera  une  discontinuité  du  genre  de 
celles  envisagées  par  Dirichlet,  c'est-à-dire  avec  saut  l)rus(jue  lini.  Ln 
désignant  par 

(r,(./;,  j;  rt,  h), 

la  IniKlion  de  ("ireen  relali\e  au  cercle  yv  .  nous  foinions  I  intégrale 

ileudiie  au  cercle  77'.  Llle  satisfera  bien  à  l'éipialion  ('î);  elle  s'annu- 
lera d'ailleurs  le  long  du  diamètre  ajî,  car,  lorsque  (a,  h)  est  sur  le 
diamètre  a,3,  la  fonction  G, (./;,/;  a,  b)  a  les  mêmes  valeurs  ponr  deux 
points  (-«',_>')  synîétri(pies,  et  comme  /"a  des  valeurs  de  signes  con- 
traires, on  aura  zéro  comme  valeur  de  l'intégrale.  Donc  l'intégrale  ({) 
coïncide  avec  tr.  Il  est  alors  facile  de  calculi-i'  l<>s  déiivées  de  ^v.  On 


aura 


et  11  est  eliiii'  (pie  sa  \aleiir  f\\  <  )  aura  un  sens  parf.iitemenl  ililenuiiii'-. 

n  1  -1  1       1  ■    ■    •       '^"      .  '^"' 

l'ar  suite,  en  tout  iminl  du  eonloui'.  il  v  a  des  demees  -,     el  -.-r- 

il  est     l'acilc    d'avoir  une  limite    supérieure  de  la    ^alellr   absolue 

1     '^''      .  '^''     I'       rr  •    '^"      •  '^"        .         i\    \        1      •    •       r     ■■■ 
inaxuiia  de    .-  et  -rr-  l-n  ellet,    ,-  et  -.,  ont  eu  U  desdrii\ees  iimili-es 
ôa        Ou  on         Ou 

eu  fonction  de  V  (valeur  absolue  niavima  de  /),  piii>qiie  la  \aleur 
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(le  //  <iir  la  ciiTonl'orcnce  yy' osl  liniilr'r  en  fonction  do  F.  On  anra  de 

iiirnic,  d'aiurs  l'anal vsc  pivcrdonlc,  -^  l'I    ,.-  liniilc-scn  foiiclion  de  F; 
'  •         '  (la         Ou 

jxti-  siiili',  1)11  a 

|;|;;|<aF,         |'^;|<1^^^  (dans  en  surC), 

a  rlaiil  unr  coii-laiilc  iir  <lrp<'iulanl  que  ilr  l'aire,  i-l  intllcnirnt  de  la 
r<in(iiiiri  /'.  Il  c^l  clair  (|Mc'  Ton  a  aussi 

|H<aF, 

A  clanl  une  conslanlc  de  nicnie  nature  que  [x. 

*1.  (  )ccu|)(>ns-nons  maintenant  des  dérivées  secondes  de  c.  Nous 
pos(nis  toujours 

('=«-)-  w. 

La  ("onction  liarnioni([ue  a  des  dérivées  secondes  en  O  et  nous  avons 
vu  que 

»«■  =—^  I  j(  ;,(./•,  y-  a,  h)f{x,  y)  cU  dy. 

D'après  ce  ([lie  nous  savons,  w  a  des  dérivées  secondes  en  O;  mais  il 
faut  re[)rendre  ce  point  avec  ([uelques  détails  pour  avoir  une  limite  de 
ces  dérivées  secondes.  On  peut  écrire 

G,(.r,/;  f/,  b)  =  lot;-  —  w,(.r,/;  a,  h), 

où  /désigne  la  distance  de  (j-',  y)  à  {f^,  !'),  et  où  w,  est  une  fonction 
liarmonique  de  (x,y)  s'annulant  sur  la  circonférence  yy'. 
(  )n  a  donc 

«•(«>  ^)  =  -  :^ff\o'^^./(.c,y)fUdy 

-^  T^i  f  w,  (r,  _v;  a,  l>)J\e,  y)  dx  dy. 


i3|  É.   pic\riii. 

I>a  seconclo  inloiïiiilo  no  pirsenlc  auciiiu'  (liHiciiltr:  elle  a,  an  |ioiiii  <  >, 
«les  donvL'Ps  secoiulos  liinilL-os  au  nuiym  de  F.  l'osons 

.v,(a,l,)=-  ±,  f  \'\u'^\j\,r,y),l.rHy. 
Uc's  inti\i;iatioiis  parparlios  donnonl  imnn'diateinent 

a-J  J     "  '■  l'y 

DansciMli'  dernière  formule,  nous  désignons  par  /",  la  valeur  do  /" 
sur  le  bord  supérieur  de  a|ï  el  par  /,  sa  valeur  sur  le  bord  inférieur,  de 
sorte  (pie,  en  réalité,  /,  =z  —  /.,=  la  \aleiii-  de  la  fonelion  donnée  /" 
sur  a|ï. 

Le  raleul  des  valeurs  de    t— r  "'l  de    , — ,V  ci  ^^  ne  prés(Mile  aucune 
Otr  ôa  oh  ' 

diniculté  avec  la  première  de  ces  formules;  ces  dérivées  sont  liniilées 

en  foncti(ui  linéaire  de  F  el  de  F,.  Il  ne  peut  y  avoir  de  difficultés  ipie 

pour  -rrr'-'  à  cause  du  terme  où  l'inléirraliou  se  fait  sur  a3.  On  doil 

former  linlégrali 


Si  le  point  ()  est  pris  comme  origine  cl  si  (  )3  e>l  ra\(^  des  ,/■,   I  a\e 
'))■  étant  perpendieulain-  el  iln  côté  de  *;,  celte  intégrale  peut  s'écrire 

Il  faut  étudier  la  valeur  de  celle  intégrale,  quand  a  el  /;  tendent  vers 
zéro  (  f>  étant  positif).  Or  lintégrale  précédenlc  csl  moindre  en  valeur 


IiKTCllMINATION     liES     l.NTKGIIAI.ES     UKS     KOLATIONS    1,1  NKA  lliKS.         I    > 
■  ihsoliii-  (jlK! 


cil  ii[)|i(.liiiil  A  II'  |i()iiil  (  (I ,  h  ). 

Il  suit  (Ir  l;'l  i|lir  luli  ;i  |iiiill'  |r>  IidIs  <li''li\  i''i'S  srriini|i'>  (1rs  liiiiilcs 
siipoririucs  (jiii  sont  l'oiirlinns  liiK'iiin's  A^-  V  v\  \\. 

De  rariillysc  |)r(';C(''(l('llli',   nous  cniicliioiis  dniic  l<'  llii''i)|riiii'  sili\;illl   : 

Le  VDlidiUr  (  \  ridlil  iri:illirrcniriil  (lliillYli(jllr,  ri  la  fuiirlinii 
/"(•*■>  Y)  <'l(liil  conliiiiif  ainsi  (itir  ses  d<-ri\i''i's  -/-  ri  ' ■  ,  l' Inh' i^ralr  \- 
lie  l'cfjuatio/i 

(//-         (h-         ■'  ^       "    ' 

s'immiliiiil  SKI-  ('.,  Cl  i/rs  (léi-i\i:cs  [ircniicrca  cl  accoiuli'.s  cunlinura 
(1(1  IIS  <  ',  ri  siw  (  ],  fl  l'on  a 


■/  en  /in 


I  — I 
ôx 


KJ'  I      ' 


et 


(P^ 


-j-J<  A,F-t-  a,  F 


A,  a,   A,    rV  a,   .vu///  cA'.v  colisldiilcs  pusiliscs  di-priiddlil  lin i(j iirnirnl 
lin  ra/ilour  (  ;  cl  nitllrnirnl  (Ir  la  fonclicjii  /"(  .r,y  ). 

.">.  Il  l'sl  iiii|)()rtaiil  pDiir  nous  (rrlal)lii- (|ii(' A'.v //-o/.v  consldnlr.s  A, 
a  (7  a,  siinl  l/r.s  prlilrs  si  le  conhjiir  rsl  Iri's  petit  ;  la  (|iialiit'iiii'  coii- 
^lanlr  "/,,  partir  une  \ali'iir  liiiir,  mais  iioii  lirs  pclili'. 

L.i  (l/'iiioiislialioii  va  liirii  |in''ciscr  co  (|iii  pciil  i-cs|cr  de  va^iicdans 
(Cl  c'iioïKr.  Soil  dans  Ir  plan  (l'.y)  mn'  coiirhc  rcMiirc  i(\i;iili("rciiioiil 
aiiaix  li(|iii'  y,  coiiliMianl  l'ori:;!!!!'  à  son  iiih'Ticiir.  Nous  |M)vi)n> 

Si  y.  est  i^iaiid.  (iii  a  dans  le  plan  (  \,  Y  )  une  |trlilc  aiir  liiiiilr.-  par 
uni'  CDiirhc  1'. 


i3ti  K.   piCMin. 

Envisageons  ri^jiialiou 

/étant  nnc  fonction  donnée  dont  le  nia\iniuni  est  F  ol  dont  les  déri- 
vées du  ])reniicr  ordre  ont  pour  niaxiuunn  F,  dans  une  certaine  région 
autour  de  l'origine,  et  désignons  par  U  l'intégrale  de  celte  éipialiou 
s'annulant  sur  F.  Si  l'on  transforme  l'équation  et  (pi'on  pose 


U(X,Y): 

=  «(•^'7)' 

on  aura 

dV,         du 
âX  ~^dx 

O'-V         .d'il 
dX'  ~  ^  ~dv-- 

et.  par  suite. 

ôUi        d--ii 

-  iAî-f  )• 

Poui-  le  contour  y,  il  existe  des  coaistantes  X  et  a,  cl  l'on  auia  alors 
et  pari'illenienl 


l"(-r,r)l<èi% 


\àu\  ,  \dii\    ^   \^  r? 

j-  Cl  U-    <  -,  1^. 

\àx\  I  "/ 1        '■ 

On  en  conclut  donc 

|U(X,Y)1<Af,        1^1     cl    |^|<'-F. 

l'ouï  le  cDMloui'  P,  les  constantes  k  et  a  sont  donc  drviMUies  —  et  -; 

elles  sont  très  [)etites  si  le  contour  F  est  très  petit,  c'i-sl-à-diie  si  a  es! 
très  grand. 

Des  considérations  analogues  s'appli(pirMl  au\  di-rixécs  secondes; 
nous  avions  plu-  liaiil  I  /'(pialion 

ô'^ii        fPii  , 
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(•Il  posant 


Donc 


?(^,r)=-i/(^f)- 


Iji  remarquant  (|U<' 
on  lire  de  l'inégalilé 
riné^alilé  suivante 


I  t/x  I  I  Oy 


2;j;!<x,K+^i' 


Donc,  pour  le  contour  V,  la  constante  [x,  se  trouve  remplacée  par  '-^ 
el  est  donc  très  petite  si  le  contour  est  très  petit,  c'est-à-dire  si  a  est 
très  grand. 

Ac  ihé.orcnic  çnoncé  est  donc  rtahli  (  '  ). 

i.    i'assons  niainleiiaut  à  rinlègration  de  rètiualion 

dx^        ôy^  ôx  ày 

On  se  propose  de  trouver  l'intégrale  continue  de  cette  é(iuation  pre- 
nant des  valeurs  données  sur  un  contour  y  régulièrement  analytique 
sulfis(tntment  petit.  Mon  objet  ici  est  seulement  de  bien  préciser  les 
iiyixjllièses,  ce  que  j'avais  négligé  de  faire  dans  mon  i)récédcnt  Mé- 
moire. Nous  supposons  d'abord  que  a,  b,  c  sont  continues  et  ont  des 
dérivées  partielles  continues  du  premier  ordre.  Nous  supposons  de  plus 
([ue  la  succession  des  valeurs  données  sur  le  contour  forme  um- 
fonction  continue  ayant  des  dérivées  des  trois  premiers  ordres. 


(M   Dan<;  mon  Mémoire  de  1890,  je  iirétais  borné  à  énoncer  ce  résultat. 
Journ.  de  Math.  (V  sùri"),  loiiie  VI.  -   Kasc.  I,   lyoo. 


ri8  i:.    riiMiri. 

On  peut  ôvrIoiiiiikiiI  alni>  trouver  iiiii'  loiiclioii  cniilinuc  ki^ar,  y) 
avant  dos  dcrivéos  jiim|ii  .m  iniisiônic  ordii^  cl  prenant  les  valeurs 
(lonni'-es  sur  y-  ''•"  i'i'iii|il;i(;iiil  alois  //  ]>ai'  u -h/.,  noire  équatiim 
flevient 

les  fondions  A,  13,  (\,  i)  avanldes  dérivées  parlielles  du  premier  ordre. 
il  s'iip;il  niainlenanl  de  lioincr  \' intéi^raU'  de  rctir  rqualiou  n'annu- 
lant sur  un  contour  y.  quand  ce  contour  est  su//tsaniniant  petit. 
Conforniénienl  à  la  nu'lliode  tpie  nous  suivons  dans  ce  jjenrc  de 
reeherelies,  nous  faisons  une  succcssldri  (rap|>r()\iiualions 

<P  ii„        ()-  ii„  1^ 

().f^  or-  o.v  <)y  ■" 


ôx-  ôv-  ox  ôy  "     ' 


<)n  inléi;rc  ces  écpialioris  en  sii|i|H)>anl  (|iic  Ions  les  ii  s"aiiuulenl 
sur  le  contour  y.  Toules  les  couchliuns  \oulues  par  la  lliéoric,  relative 
à  réquation 

exposée  dans  les  paiaL;iaplies  pri-cédeiits  sont  liirn  rc''alisi'-(>s.  [,a  ])re- 
iniére  éipialion  dorme  //,,  (jui  a  des  df'iivées  premières  et  secondes  dans 
et  sur*';  dans  la  seconde  écpialion,  le  second  nuMuhre  a  des  dérivées 
parlielles  fin  premier  ordic,  l'I  Fou  |>eul  par  suite  déterminer  //,,  (pii  a 
di's  fli'-rivées  parlirlles  du  premier  et  du  second  ordre  dans  et  siu'  y.  et 
ainsi  de  suite  lui  s"appu\anl  alors  sur  1rs  résultats  des  ii""  *2  ri  .">,  ri 
sans  rien  clianjcer  an\  calenls  laits  dans  je  Mi'uidiic'  cili',  ou  \oil  ipie 
les  séries  formées  avec  les  //  et  lims  dciJM'i's  |)reniiér('s  et  secondes 
sont  al)Solnmi;nt  l't  nnifoiini'mrut  toiiMMi^iutcs  dans  Taire  limitée  |iar 


Ill:^lcnMl^\Tlo^    mes   intkohm.es   kks   koi\tions  i.inkmiiks.      f3<) 

^f,  si  rrlli-  (lire  est  su£isilllinirlll  jH'l  itr.    Il   eu    li'SIllli'   illllll  rdlilli'llK.Mll 

(|iic  lii  rmirlioii  //,  rcpn'sciili'"-  |i;ir  la  st'-rii; 

;i  _//„  -H  //,+...  4-  ;/„-<-... , 

il  (les  (I(''iiv(''cs  |ii('miricscl  secondes  djms  y,  •''  i|ii"elle  salisi'ailà  récjiia- 
lidll  dill'érenllelle  (' ")  ). 

////.v/,  iiiiitf  iiii  cniihiur  "^  rriiiilii-i-ciiiciil  niKilylKiiii'  cl  siijjisaiii- 
iiicnl  pi'lil,  nous  avons  ohlcini  V inlr'j^i-alf  tir  Vi'i/iialKJii 

à-  Il         i)-  a  Ou  ,  Ou 

O-r-  ûy  or  (h 

prfiiaiil  sur  y  une  siirfcssio//  dinnivc  de  valeurs.  .Nous  avons  mis 
en  ('videiue  les  li\  |)olliéses  (|ni  n'a\aienl  pas  été  explicitcmcnl  for- 
mnlées,  à  savoir  qne  la  succession  donnée  des  valeurs  sur  le  conlour 
aea/V  des  dérixées  des  trois  premiers  ordres.  Kelalivement  à  a,  h,  c, 
ce  soni  des  fondions  conlinues  de  x  cly,  ayant  dt'^  dérivées  partielles 
tlu  premier  ordre. 

Il  esl  Iiien  [irohalile  (|ue  la  mi'lliode  suivie  d'approximations  succes- 
sives conduit  à  la  solution  du  |irnl)lème  posé  dans  des  hypothèses  plus 
■i^énéiales,  notamment  en  sii|iposanl  (pie  le  contour  est  formé  de  plu- 
sieurs morceaux  de  lij,nies  analyll(pies,  mais  les /)(;//;/«•  demanderont 
alors  une  discussion  spéciale. 

Si  les  coefficients  a,  b,  c  étaient  des  fonctions  analyticpies  de  m  et  y, 
on  pourrait  avoir  un  énoncé  plus  étendu.  J'ai  montré  dans  les  Notes 
citées  an  d(''l)ut  (pn'  l'on  piMil  alors  traitr-r  le  jjrolilème  en  su|)posanl 
senlenicnl  t\\\f  la  snccessinn  des  \aleurs  snrysoil  conliinn' e|  sans  fair<' 
anenne  li\  |i()llièsi'  n'lali\e  au\  (li''ri\(''es;  je  (l(''\el()p[iciai  dune  manière 
comiilète  li's  calculs  relatifs  à  ce  cas  dans  un  autre  tia\ail. 

i».  ,li'  leiinine  pai'  iiin'  dernière  reni;n(pie.  I  )ans  le  cas  particulier  on 
a  et  //  S(Mit  identi(piement  nuls,  et  où  l'on  a,  par  suite,  ré([nation 

0-  Il        ()'  Il 

1-v  -+-  1-^  =-  eu, 

d.r-         Oy-  ' 
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la  (jiiestion  est  boaucoii|)  plus  facile.  Il  n'y  a  alors  aucune  liypolhèse 
à  faire  sur  rexislence  de  dérivées  pour  la  succession  des  valeurs  don- 
nées sur  le  conlour  el  le  contour  suffisamment  petit  n'est  assujetti  à 
d'autres  conditions  que  celles  qu'il  est  nécessaire  de  faire  pour  être 
assuré  de  Texislence  de  la  fonction  de  Green;  mais  il  est  inutile  d'in- 
sister sur  ce  cas  bien  élaboré  par  M.  Scliwarz  dans  son  célèbre  Méiiioire 
du  jubilé  de  ^^  eicrstrass. 


LES     l.NVMIl.VNTS     DES     FOIIMES     IIINAIIIES.  l /\  \ 


Les   iii\'(tfi(iiit.s   (les  formes    hi un  1res, 
I»AK  M.   GOUUAA. 


Le  syslèiiic  des  formes  l)iiiaires  esl  fini.  J"ai  déinoiilré  ce  ihéorèrno 
el  M.  llilherl  l'a  étendu  aux  formes  de  a  variables. 

I^ans  celle  \ole,  un  théorème  esl  donné,  dont  les  autres  découlent. 


CHAPITRE  PREMIER. 

LES    SYSTf;MKS    ÉI.ÉMENÏAIUES    DES    l'IlODl  ITS. 


I.  —  Les  systèmes  des  produits. 
Los  produits  de  n  variables 

forMU'Ml  un  système  S  si  les  exposants  sont  liés  par  des  relations 
(.)  0,,     0„      .... 

Ces  relations  définissent  S. 

Jûiir/i.  de  Math,  (h'  série),  lonic  VI.  —  Fasc.  II,  1900.  '9 
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Prrniirr  cjrnip/r.      -  I.a  fdi  iiiiilr 

A,^o  (inoil  3  ) 

(li'liiiil  lo  syslcMiio 

(S)  xl,    x';,    ./•; 

Drii.iirnic  rri'/ii/i/t'.  —  La  forimilo 

A  ,  -f-  A o  -H  A3  -+-  A- 1     -  o  (  mn<l  .'i  ) 

(li'liiiit  le  svsti'ino 


Troisiàmr  excniplr.  —  I>os  rorimilcs 

A-,  -+-  II.,  -+-  A-,  -I-  A.      o         (  iiiod  3  ), 
A ,  A.  +  A-,  A,  +  A ,  A-,  +  AoA-3  +  A.A ,  +  A., A, >  o 

(ItTinissenl  le  syslriiic 

(S)  '-.c^,     x-,.r,j;;,     x,xl.r%      

II.        Les  systèmes  élémentaires. 

Il  pcul  arriver  (jue  les  produits  T  de  S  soieiil  divisibles  les  uns  par 
les  autres.  Si  Ion  néglige  les  produits  T,  qui  sont  divisildi-s  par 
d'autres  T.  il  reste  un  système  partiel  2;  il  est  appelé  le  sy.stri/ir  rlr- 
incnlairr,  délini  par  les  relations  (i).  Il  contient  les  jtroduits 

(S)  I',.      1', 

fpii  ont  les  propriétés  suivantes  : 

1"  Les  exposants  k  satisfont  au\  relations  (1  ): 

2"  Aucun  1*  n'est  divisible  par  un  antre  ; 

3"  Cliaipu:  produit  ï  de  S  est  divisible  |)ar  un  ,111  imhIm-.  di'>  !'. 


i.Ks   iNv\tu\>rs   in:s   ioiimks   dinaiiiks.  i/jj 

l'i-ciiiirr  c.rcniiilc.  —  La  loiiiiiilr 

/f|3?::  o  (  iiiocl  3  ) 

(li'liiiil  le  sysli'Miic  ('h'MiH'iilaifO 

a)  x]. 

Di'ii.tirnii-  i'.rcnipic.  —  La  formiih; 

/. ,  +  /. ...  -+-  A  :,  +  A- 1  ^-  ( )  ('  ni od  3  ) 

(li'liiill  If  s\sl("'iiic  iM(''iiH'iitairo 

(2)    1   ./•,'.   •'•,■';.,   ■'•^■'■.,,  ■';;'"i,     J\xl,     x,x..x.^,   x,x...i:.,,   .'•(.ri;,  x,.r.,./,-,,   x,x: 
(-)    (    ./v!,    ■r'ir.j,    X^X^,    •'■-'■!!)    ■i'r'^'r'\,       -^'i''',-  '''',,         ■'■^*■i•     ■t^':r'^''r        -^'l- 

Ce  sont  les  lermcs  (riine  foiino  (jualcrnaire  culji(jnc  dans  l'ordre 
iisiicl.  Je  considère  cliacun  dciiv  comme  compliqué  par  rapport  à 
ceux  fpii  le  suivent  et  ces  derniers  comme  [)lus  .siiiiptcs;  ainsi  ./'  csl 
le  terme  le  plus  simple  et  x'\  le  terme  le  plus  coniplicpié. 

'J'roisiénic  ('.rempli'.  —   Les  Formules 

A',  -t-  A.  -h  A3  -+-  A-, ^s o         ( mod  3  K 
A ,  A ,  4-  A ,  A  3  +  A- ,  A- ,  +  A ,  A  3  +  A-,  A-,  +  A-,  A- ,  >  o 

ih-finisscnl  le  système  élémentaire 

(3)    l    ''^.ra,    .'■^./-■;,,   x\x^,      x^x'^,      x,x.,x.,,   x,x.^.r.,,   x,xl,   X^.V.y^..   .'■(.fj, 
(-)  (  ■'■'•'■3,  •<;■!;•*■  i,  -i^i-fl,  ■"■■•^■.■c.,-,     .r,.r;.      ./■;;./•.,     x^x:. 

III.  —  Les  indices  des  systèmes  élémentaires. 

Le  iiombic  (les  produits,  coiili-mis  dans  le  s\stème  élémentaire  i^, 
est  a|)|)elé  \  indice  Ac  2.  Si  ces  produits  sont  composés  par  n  va- 
riables, je  re[>résenle  cet  indice  par  //„.  Si  l'on  a  plusieurs  systèmes 
l'Iémenlaires 


i^'l  r.onDAN. 

je  représente  leurs  indices  par 

/'«.,,       /'«..'       /'".v 

Si  «  =  I ,  on  a 

Cl)  Z'.^'- 

Premier  exemple.   —   Le  système  élémentaire  défini  pai-  la  fur- 

mnle 

/i,^o         (mod3) 

a  rindice  // ,  =  i . 

Deuxième  exemple  —   Le  système  élémentaire  défmi  par  la  for- 
mule 

/. ,  -+-  A  2  -+-  />  3  +  A ,  =  o         (  mod  3  ) 

a  l'indice  h^  =  20. 

Troisième  exemple.  —   Le  système  élémentaire  détiiii  |>ai  lis  t'oi- 

mules 

/. ,  -t-  /.  2  4-  A;,  -4-  A-,r^  o  (mod  3\ 

A,  A,  +  A,  A,  4-  A.  A.,  +  A,  A,  +  A,  A.,  +  A,  A,  >  o 
a  l'indice  A,  =  16. 

IV.  —  Des  systèmes  partiels  du  système  élémentaire  i. 

Si  le  produit 

V ,  =z  x'^  x'^  . . .  x',: 

est  contenu  dans  le  système  élémentaire  'L,  on  peut  former  les  sys- 
tèmes partiels 

K  P., 

L,  x-fx*'.r*'....<"  =  xfQ, 

où 

L,  x\'  .T*-'''  X*,' . . .  .v):  =  x\-''  Q , 


LES     INV.VIIIVNTS     DES     KOIIMES     IIIN^IHKS.  l/j? 

OÙ 

où 

U  x\-x^  . . .  x)-i  x^'-'^"--'^-'  =  x^-->=-  ->.-Q, 

où 

A,  +  X,  +  ...-f-A„_,<^'-. 
Leur  nombre  est 

I  4-  X,  -f-  AjH-.  .  .4- A„=  I  H-  2. 

Premier  exemple.  —  Le  syslème  élémentaire  délini  parla  lormule 

Â'i^o  (mod'j) 

n"a  pas  de  syslèmes  partiels. 

Deuxième  exemple.  —  Le  système  élémentaire  défini  par  la  for- 
mule 

A  ,  -f-  Ao  4-  A 3  +  A-, ;^  o         ( mod  3 ) 

a  les  systèmes  partiels 

L.  r,=  '^:, 

Lj  X'|X.,j       X(X2^3j       X^X.^X^J       X^X^^       X^.t.^.t^,       vl.,Xj, 

lj|         -t-'.»^     ^*..  "t-'a  )     ■^.»*^*î     ^2*^3)     X.tX^X^^     X.^X^y     -^31     -^  3 '*' i  î     ■''3"*ï?     '^  i  • 

Troisième  exemple.  —   Le  système  élémentaire  délini  parles  for- 
mules 

A ,  H-  A.  H-  A  ;,  4-  A  V  --;:  <  )         (  niod  S), 

A ,  A.,  +  A- ,  A-,  4-  A ,  A  .,  4-  A-, A^  4-  Aj A ,  4-  A-,  A,  >  o 


I /jC)  GOIIDAN. 

a  les  svsIriHo  [>ai  ticls 

L„  |',  =  .,;.r,. 

I>,  •'•,';;,     .r,.c...r3,     x,.r...i\,     x,.il,     .r,.r,,.r,,     .r,.r% 

\^2  ''t-'":!"  •''.i-'"n  ■'\..<'';,  •'■j  •'l'.Tr  l  1  J'.,.K\,         •^'ï'"!)  ■'''3''I> 

I.,  •'^'■,,         l^fii  '•,'•%        ■'■,■'•.,'1'        •'■i-ï"!»        •'ii'*^*?        ^':,l''î,- 

V.  -    Relation  pour  l'indice  A„. 

Si  le  piofliiit 

p  =  .,■'•  .<=  .  . .  .r;," 

osl  cimli'iiii  dans  X  cl  tlilTiTo  de 

p      _     ,.>',    />■:  ,,.''■, 

il  ii'esl  pas  divisible  par  I*,  :  il  a  du  moins  nii  exposant 

et  csl  coiilenii  dans  le  système  partiel  L„,  où 

/.,=  -- A,  -  A, -...- A,_,. 

Tous  les  P  de  S  sont  contenus  dans  les  L.    Si  Ton  rcpivsrnii-  1( 
nombre  de  produits  contenus  dans  L,  par  /„.  on  a 

(5)  /(,/vi -+-/,  + A,  H- /,  +  ...+ /p. 

Premier  exempte. 
(5)  /(,li,         /s=<>- 

De  uxiè  m  e  exemp  le . 

(ï)//,:^20,        /,  ^^3,        /,^-6,        /,  =  10,        l^.O  =::  1   -1-3  4-G4-  lO. 

Troisième  exemple. 
(5;   //,=  iG,       /,  =  6,       /,-=7,       /,-:.       i6<r +(•)-+- 7-^7- 


i.i:s   i.N\ .\lll\^TS   DKs   loiiMKs   iii>\iiii:s.  l'jy 

VI.  —  Les  systèmes  correspondants. 

1,1'-  [irodiiils  siliK's  (liiiis  le  s\>lriiii'  [larlifl  I,,,  sonl  (!'■  hi  lui  nu- 

U  r'Jh^      ^«J.'      ^«^M      ■■-, 

(■\  ;iucilli  iTrilx  u'rsl  illxisihlc  |iai'  llll  autre.  I.i"  s\sli''iiii- 

v„  (^),,      {),.      ().„      ... 

conospoiid  an  syslt-nio  I>„. 

Los  ()  no  sont  coni[)osos  qno  |)ar  les  //  —  i  \arialjli's 


■'•,,      'i--. 


5         ■'  17     I  1        ■'  T+n         ■  •  ■  ) 


aucun  dcuv   nCsl   (livisil)lr  |)ai'  un   aulir.  Lrs  ('\|)i)sauls  /r  (1rs  (J  s<iul 
assujcilis  à  di's  rolalions 

(i„)  II,.      IL,      ... 

dorivoos  des  rclalions 

(i)  t),,      t), 

I^os  i»  sont  des  syslèmes  olonicnlaircs,  dofuiis  [)ai'  les  idalions  (  i„  ). 
Premier  exemple.    —   Comme  il  n'y  a  aucun  L„.  il  n'y  a  pas  non 
plus  de  syslèmes  correspondants  S„. 

Deuxième  exemple.  —  Aux  syslèmes  partiels 

1  .-i      .-  .        .-  .        .     -      .         .        .    .-      .'ï      .-  .        .     .-      .'• 

correspondent  les  systèmes  élémentaires 

«j,  .tj,        .X".,,        X,,, 

2^.,  1'.,^        '2  'lu       X.,X^,       .fj,       j?;pl'.(,       .Z.'|, 

V  r*-*  •-      •  .-      .  .         .-  ...  .         .-  .^  .-      .  .         .-  .'* 


I  ^,S  GOIIDAN. 

ils  sont  di-rinis  par  los  n-lalions 

I ,  pa  r         /.  _,  -I-  /. .,  4-  /. ,  =  I  (  iiiod  i  ) , 

Sj  »  /.  _,  +  A  ,  -H  A- , ^  2         ( mod  3 ), 

S,  »  /., -(- A,  +  A,— =o         (mod  3). 

Troisième  r.rcmple.  ~  Aux  systèmes  partiels 

L,  x^:r\,     .T,.rj.r.,,     x.j^s.t,,     .r,.r';;,     x,x,,rj,     a;,.r^, 

L^         .r;;.r.,,     /r^x,,     j^^a:^;;,     ar^/ra-r,,     x^x\,     a?>^,     a?,.r;. 
L3         •'■■;r3,     x\x^,     x,x\,     x^x^x,,     x,x\,     x\x,,     .r^x-;, 

corrospnndenl  les  systèmes  élémentaires 

1,  xl,     x.,Xj,     X2T1,     x^,     a7,x„     x;, 

I,         x;;.rj.     x'^x,,     x.,x\,     x.x^Xy,     x.^x\,     x'^x,,     X3X', 

I,         x;x,,     x^x,,     x,x"^,     x.XjX^,     x.x;,     X3X,,     x^x;; 

ils  sont  définis  par  los  relations 

S,          par  A-,  +    A\,    -(-    Aj    =■>.         (mod 3), 

1  A. -I-    A":,   +    A-,    =^i)         (mod  3). 

(  A-,A3  +  A.A-,4-A,A,>o 

(  A-,-i-    A,    -H    k,       0         (modS). 

^'           "          1  A,A,  +  A,A-,  +  A-,A>>o 


VII.        Relations  entre  les  indices  de  plusieurs  systèmes. 

Le   nombre   des  produits  l'  contenus  dans  L^.  é^nilc  celui  des  pro- 
duits Q  contenus  dans  S^, 


I.KS     lNV.UtI\NTS     DKS     FOIIMKS     Itl.WIHKS.  j  ^(i 

Am\  fui  nulles  (>)  roiTCspoiidciil  les  forniiilos 

/   //„  ^   I  -f-  //„.,,  -h  //„_,.,  +  . . .  -f-  //„_,, p, 

30  =  I  H-  ,i  -I-  (■)  -4-  lo. 


i<j<  I  -(-G-f-  7  -(-  7. 

VIII.  -  Les  indices  des  systèmes  élémentaires  sont  des  nombres  finis. 
l)rm„iislratioi,.  ^   I, ,     1  ust  un  ti()iul)iv  iini.  Lrs  iioml.res 
I  A, il  -+-//,., -h  A,  , -H... -^  A,, ^, 
^■^-^  j  ''':.-^' -^/' -M -(-/'. ..-^•.. -h  A,,,., 


sont  aussi  des  nombres  finis. 

Les  nom  hresp  sont  délinis§IV,,ar  les  degrés  de  produits  .luelcoiiques 
contenus  dans  les  2. 


CIIAPITRK  II. 

LES    SYSTÈME.S    fiLÈMEXTAIR  KS    DES    FOXCTIONS    IIOMOCÈNES . 


I.  —  L'ordre  des  termes  d'une  fonction  homogène. 

pro- 


Les  termes  d'une  foncli(jn  liomo-ùne  /  de  //  variables  sont  de 
duits 


1) ,.*,  ..t. 


~  •^■.■■tV/  . . .  x]^. 

Nous  les  supposons  écrits  dans  un  ordre  tel  (jue  chacun  d'eux  pn 
cède  ceux  qui  sont  plus  simples.  Le  premier  terme  P,  est  le  plus  cou 
pliqué.  Si  Ton  pose 

./■='■,!•,'-•/.. 
1rs  Iciriics  de  /_  sont  plus  simples  (pic  \\. 

Journ.  de    Walh.  (  i-  :i.rio),  lotnc  VI.  -   Tasc.  II.  .guo.  20 


II.  —  L'ordre  des  fonctions  homogènes. 
Nous  classerons  los  fonctions  liomoi^ènes 

/,.    .A,    ... 

d'après  leurs  degrés,  les  /  des  degrés  inférieurs  précédant  celles  des 
degrés  supérieurs.  Les  formes  du  même  degré  sont  arrangées  d'après 
leurs  premiers  termes. 

Celles  dont  les  premiers  termes  sont  simples  précèdent  celles  dont 
les  premiers  termes  sont  plus  compliqués. 

Cet  ordre  est  inverse  de  l'ordre  des  termes  dans  une  fonction  homo- 
gène. Les  formes/ étant  ainsi  ordonnées,  nous  considérerons  chacune 
d'elles  comme  plus  simple  cjue  celles  qui  la  suivent. 

III.  —  Le  système  S  de  fonctions  homogènes. 

Des  relations 

0,,     0,.      ..., 

(|ui  lient  les  coefficients  des  fonctions  homogènes,  définissent  un  sys- 
tème (S)  constitué  par  l'ensemble  des  fonctions  homogènes 

(S)  /,,    U     ■■■ 

dont  les  coefficients  satisfont  à  ces  relations.  Les  /de  (S)  sont  arran- 
gées d'après  le  ii"  IL  Des  systèmes  dont  les  fonctions  homogènes  sont 
simples  sont  appelés  simples. 

IV.         Des  systèmes  dérivés. 
D  nn  système  donné  de  fondions  homogènes 
(ÏJ}  9"      ?^'      ?"      •  •  •  > 


LES    INVARIANTS    DES    FORMES    RINAIRES. 

on  [leiil  faire  dériver  d'aiilrcs  syslcmes 

^^)  {    "/"i:,  —   A,,0,    -I-   A3.9,,  -)-  9,, 

f  "']  1  =  A , ,  o I  -f-  A ., o  çi o  ■  f-  A 1  ^  9 1  "*"  ?" 


Les  A  sont  des  fondions  quelconques,  qui  font  les  fonctions  y]  lionio- 
gèncs. 

V.  —  Réduction  des  systèmes  dérivés. 

Tl  peut  arriver  que,  parmi  les  rj  d'un  système  dérivé  M 

"']  I  )      *"(  2  )     ''1 3  )      •  •  •  ) 
il  y  ait  deux  fonctions  (n"  I) 

■^iji^  ^iil  (J.-I-  /.(iT 

telles  que  le  premier  terme  P)   de  r^y  soit  divisible   par  le  premier 
ternie  l'„  de  r.n. 

Dans  ce  cas  je  forme  l'agrégat 

(9)  ^=  rp.  -  ^-^  H-v  =  /.>  -  7^  I^/>- 

et  je  le  substitue  au  lieu  de  yj)  dans  le  système  M. 

Soit  M,  le  système  (jui  résulte  de  cette  suljslitiilion. 

Y))  et  M,  sont  plus  simples  que  rjx  et  M.  M  est  réduit  à  M,  par  la  sub- 
stitution (9).  Si  Ton  a 

(10)  Vi)  =  0, 

le  système  M,  contient  une  fonction  de  moins  cpie  M. 
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Dans  ce  cas  on  a,  (rapr(''s(8\ 
(il)  o  =  A>,ç>,  -H  A), 9,+. ..-h  A).),_,  +  0)_,  -h  ^x, 

c'csl-à-dirc  ç-x  p^I  '"i  agrt'-gal  <lo  roiulions  ç.  plus  simples. 

VI.  —  Le  système  irréductible  N. 

Si  Ton  continue  le  procédé  do  réduction,  on  arrive  à  un  système 
irréduclil)le 

{^)  .A,    A 

Les  premiers  termes  îles  fond  ions  y  son  I  des  produits 
1\,      P, 

dont  aucun  ncsl  divisible  par  un  antre.  Ils  forment  un  système  élé- 
mentaire 1.  Soit  /i  son  indice.  Le  système  N  contient  /*  fonctions 

0'>  ./'.'   /■■ A- 

VII.  —  Le  système  élémentaire  K. 

Si  le  nombre  //  est  inférieur  an  nondire  des  fonctions  9,  ou  peut 
réduire  par  la  formule  (11)  tous  les  o  à  des  fonctions  plus  simples, 
e.vceplé  h  fonctions.  Représentons  parO  ces  fonctions  qui  restent.  Le 
système 

(L)  «1-,.     <!', «IV, 

est  apj)elé  le  syslèn^c  clénicnlairr  défini  par  les  relations 
0,.     (-), 
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VIII.         Le  théorème  de  Hilbert. 


'lous  li's  :p,  L'XCcplo  les  «P,   sont  des  agn'-^als  (II-  l'oiiclioiis  c  plu 
simples.  En  continuant  celte  réduction,  on  arrive  à  la  forniulr 


(ri) 


9  =  '•,  <1>,  +  rA>.  -;-...  -I-  rv/I>/,. 


CMAPITUK  III. 


.AI'I'LICATION    AIX    l.>VAHIAM'S. 


I.  —  Transformation  des  formes  binaires. 

La  lornio  binaire 

/•  «       /  "  \        «  - 1  /  "  \         ..  .>    •> 

/  =  «oX,  +  (  ^  )«,J',   Vf2+  (  ^  ja.,x"--xi  -t-. 

est  transformée  par  la  substitution 

(.3)  [.■.  =  ;,r,-,,r. 

dans  la  forme 

Le  déterminant  de  la  siibslilulion  est 


et    les   coefficients  A   sont   les   polaires    de    /'  par   ia|ip(iil    aux  va- 
riables ^,   Y]. 
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II.  —  Développement  en  séries. 

Chaque  fonction  liomogènc  F(.c,y)   de  deux  séries  de  variables 
coçrédientes 

x\,     x.         et         y,,     y., 

peul  être  développée  en  une  série  dont  les  termes  sont  des  produits 
des  puissances  de 


{xy)  = 


•I-2    y-2 


et  des  polaires  des  covariants  élénicnlaires  de  F.   En  posant  symboli- 
quement, si  .V  cl  y  ont  le  même  dej^rc  dans  F, 


on  a  la  série 


F('f,7)  =  '•.';<'' 


(T 


'    [  A-  ) 


III.  —  Le  système  élémentaire  des  invariants. 

Les  invariants  /  de  /  sont  des  fonctions  entières  homogènes  o  des 
coefficients 

«„.     a,,     a.,,      . . . ,     a„. 

Les  coeflicients  de  ç  satisfont  aux  relations 

0,,     0, 

qui  sont  dérivées  des  équations  partielles  diiférentiellos  des  invariants. 
Supposons  le  système  élénientaire  L  des  9  formé  des  invariants 


0^) 


I,,    I.,    ....    L 


LES     INVAIUANTS     DKS     lOHMF.S     niNMUES.  1  55 

Cliaqiic  invariant  /a,  d'apifs  U;  tlitjorèiiic  de  HillxTl.  la  forme 
(«  j)  i  =  '-,((1)1,  -+-  c,(rt)I.  -H. .  .-f-  fA(a)lA. 

Les  ((a)  sont  des  fonctions  des  a,  (|iii  font  l'expression  homogène. 

IV.  —  Transformation  de  la  formule  (i5). 

Les  invariants  /  de  y  obtiennent  par  la  substitution  (i3)  des  puis- 
sances de  A  en  facteurs. 
Si  les  invariants 

'.      I,.      1..     1,,      ...,     1/, 
ont  les  poids 

V,      V,,      Vj,      v,|,      ....      v^; 

ils  obtiennent  les  facteurs 

A''.     1' ,     A'-.     A-'.,      ...,     A"'.. 

La  formule  (i  5)  est  transformée  par  la  substitution  (i3)  en 

(i(i)        A-'«'=r,(A;A'M,  +  r,('A)AM,  +  ...+  o,(A)A-'/.L,. 

V.  —  Simplification  de  la  formule  (i6). 

Les  c„(A)  sont  des  fonctions  des  polaires  .\  et  ils  sont  des  covariants 
de/.  En  posant  symboliquement 

la  formule  (i(î)  devient 

A"/ =  /•','r'''s';:;:'''A'''I,  ■+-  rl7''-sl-''- !''■■}.,  +  . ..+  /•; 7 '"■*•;, "'"•A''*!/,. 
Kn  subslilnanl,  au  lieu  des 
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leurs  séries  (14)»  on  obtient  une  équation  identi(|uo  on  A  do  degré  v. 
Kn  comparant  les  coefficients  do  A',  on  ohiioni 

(18)  A'  =  I),  /,  -^  Un  /,.  ^ . . .  -I-  !>/, '/■• 


VI.  —  Les  invariants  /  sont  des  fonctions  entières  des  1. 

Démoii.stralioii.  —  l"^n  arrani,"oanl  los  invariants  /  selon  leurs  dé- 
sirés, les  invariants  des  degrés  inférieurs  |>rocèdent  et  les  invariants 
des  degrés  supérieurs  succèdent. 

l'in  voulant  représenter  /en  fonction  entière  des  1,  les  invariants  B„ 
sont  déjà  exprimés 

B,.=.F,.{I). 

Si  nous  substituons  ces  valeurs  dans  (18),  nous  obtenons 

/=F.(I;l.  +  F,(l)l,  +  ...+  F,(l)l,=  b\n. 
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Sar    les    ('(/uafio/i.s    (il^éljri(]ti(:s    dont   toutes    les    racines 
Miiit  (les  iiitéi^niles  d'une  même  c(iiiation  de  lliecoti ; 

Pau  m.  Léon  ALTOXiXE. 


Introduction. 

CoiisKlrroiis  une  é(iiialion  ali,^élM'ique  //„  do  degré  n^!\ 
/(x)  ^  X"  +  -.1,,  (/)  J-"-'  +.  .  .  -f-  A„(/)  =  o, 

où  les  coet'licieiits  .A,(/)  sont  dos  fonctions  ([uolconquos  de  la  variable  /. 
Prônons  inainlouant  une  é(jiialion  do  Uiccati  U 

«'^  ^  .^  iiS,„(/)  +  //ii!..(0  +  irx^'^'A')- 

ol  adniotlons  que  les  n  racines  Xi{i  —  o,  i,  . .  .,  n  —  i)  de  /i„  soionl 
dos  intégrales  de  U. 

Cotlo  condition  onlrainera,  tant  pour  //„  que  pour  les  irralion- 
uoUos  Xi,  des  sujétions  fort  étroites  dont  Tétudo  est  l'objet  principal 
du  présent  Mémoire. 

D'abord,  le  rapport  anharmonique  formé  avec  quatre  racines  sera 
constant.  Je  donnerai,  pour  rappeler  cette  propriété,  à  //„  le  nom 

Jotirn.  lie  Maih.  (..•  s.iii),  \.»mc  VI.  —  I";hc.  11.  1(100.  21 


I  uH  I..    .\LTO^^^•.. 

ir('(|iiali(iii  (inJunnioniqui'.  Ce  Travail  sera  donr  roiisaciv  \\\\\  ;iiili;ii- 

m(iiii(Hii's. 

lui  second  lion,  lo  groupr  (an  sens  i\c  dalois  cl  de  M.  .lonlan  ) 
de  h„  sera  très  parlicularisé  entre  les  n  lettres  ./■,. 

Ponr  définir  ce  c:ronpe  G,  je  considérerai  coninie  i-atiuimcllcs  par 
tlrjinilion  : 

i"  Toutes  les  constantes; 

'j."  Les  coefiicienls  -l  (/)  de  //„. 

.le  dirai  donc  qn'unc  expression  quelconque  est  rationnelle,  si  elle 
est  le  (piotient  de  deux  polynômes  en  .1,,,  -(...,  ...,  -v,,,  à  coefiicienls 
constants. 

Sous  le  bénéfice  de  ces  conventions,  //„  sera  supposée  irn'tluclilil'- 
et  G  transitif. 

Changeons  x  en 

où  .\,  H,  C,  D  sont  rationnels.  Ii„  reste  anliarnioni(pie  et  (1  ne  cliatii,'!' 
pas.  Je  ne  regarderai  pas  comme  distinctes  deu\  //„  qui  ne  dinVicul 
(pie  par  le  changement  de  x  en  .r'"'.  Je  proliti'rai  des  (piaire  coefiicienls 
A,  1!.  C,  D  pour  simplifier  l'expression  définilive  de  //„. 

La  théorie  des  anharmoniques  h„  est  fondée  sur  celle  des  groupes  S 
linéaires,  fractionnaires,  d'ordre  fini,  constitués  par  des  suhstilulions 

,         I          ft:-h  0\  II/. 

|j  —    z,     :,  >         ait  -   t>c  ^-  o. 


Ce  sont  les  groupes  construits  par  MM.  Jordan,  Klein  et  (lordan. 
Rappelons  quelques  propriétés,  d'ailleurs  bien  connues,  de  ees 
groupes  S. 

S  appartient  à  un  des  cinq  types  s\iivanls,  d'ordre  N  : 

L  CiKCti.A.inE  {Kreistheilungsgiuppe  de  M.  Klein),  dirivé  de^ 
\  puissances  d'une  substitution  unique 

1=     0--i,         0^-^.; 
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II.  l'viixMii.vr.  (DupiwlinnimidrniHtippr  d-'  M.  Kl^'in»,  .l"..l  l.-s 
N  —  -lin  sulisliluliniis  [irov  icnin'iit  ili- 

Q  =  \z      0;;,  0"'-i, 

t.--\z     c-l, 

III.     'rKTIt\KI)IUQLK,   N   ^    12; 

l\.    (  )cr\KDiiiQLi;,    N--2'i; 
\  .    l(jos\i;i)iii<,irK,  N        ')". 

Poiii'  !<•  'r;il)liNiii  (1«'S  trois  diMiiicrs  types,  je  renvoie  au  Méinoiiv  de 
M.  .loidaii,  inséré  au  tome  84  du  Journal  de  Ci<llr. 

(".Iiacun  de  ces  cin(|  lv|)OS  possède  un  im-arlanl  ithsuUi  (zu^cliurii:i' 
/■'tiiniion  de  M.  Klein) 

où  •}  et  9  sont  des  jjoIn  nomes  en  ;,  à  eoellieienis  numéii(pies;  l'un  an 
moins  di?s  deux  a  N  pour  de-iv,  le  de-iv  de  l'autre  élant  éi^al  ou 
infrrieui'. 

\  oiei  les  propriétés  de  M'  :  1°  c'est  un  invariant  absolu  vis-à-vis  de 
toute  substitution  L  de  S,  olVectuée  sur  ,- ;  2"  tout  autre  invariant 
alisolu  rationnel  s'exprime  rationnellement  en  W. 

On  trouvera  au  tome  XII  (.\<^<,  Malheinatisclic  Aiinulcii,  p.  lOH,  la 
liste,  diesséc  par  M.  Klein,  des  cin([  invariants  absolus  ■*!'(- V 

Tout  cela  posé,  la  lliéorie  des  anliarmoni(pies  h„  repose  sur  deux 
pi>oposilions  fondamentales  : 

TuKOiiÈME  I.  -  Le  iii-oup<'  ("i  >l<'  II,,  <^s(  isomorphe  sans  hvmic- 
drir  à  un  groupe  S. 

TiiKoiiKME   II.  —    Ti>uU- h„esl  de  la  forme 

l'X-'--,  t;):=o, 

où  le  polynôme  I>',  à  deux  arguments,  est  à  coej/icienls  numériques 


l()0  I.     MTO^NK. 

f/iti  ne  drpr/if/c/il  rji/f  r/r  S.  T  =  T(/)  rsi  ni(iori/n'/(r.  La  rrlalion 
algébrique  mire  ./•  et  T  est  du  senre  zéro. 

Ainsi,  il  nintcrviont  clans  A„  (\\ïune  seule  fonction  T(/)  (li>  /. 
Les  A'  sonl  rationnels  on  T,  comme  T  lest  par  rapport  aux  -A-. 

//„  n'appartient  ipià  un  uomiire  iini,  et  même  assez  restreint,  de 
types  dont  la  rnusliiictiôn  cllcctive  et  ex])lieile  peut  èlre  pDUi'siiivic 
jusqu'au  boni. 

Nommons 

(in   le  sous-çroupe  formé  par  celles  des  suhstilulinns  de  ('■  (|iii  lai<sriil 

fixe  la  racine ./„ : 
S„  le  sous-groupe  correspondant  de  S. 

.1  établis  (pie  (lo  et  S„  sont  constitués  par  les  p  puissances 
d'une  substitution  unique  (Bpour  (i„,  H  pour  S„V  Ni  îl  ni  R  ne 
sont  puissances  d'une  autre  substitution  ayant  nu  oidre  plus  élevé 
que  p. 

Voici  comment  on  réalisera  la  eonslVuetioii  ellcelive  dr  louics 
les  //„  : 

On  prendra  un  groupe  S;  on  eboisira  dans  ce  groupe  une  sul>slilii- 
tion  U  d'ordre />.  Il  viendra  N  =  np. 

Posons  ensuite  Téquation  W  de  degré  N 

T(a)=-T         nu         •i(0)-T9(fl)  .-o, 

où  Test  une  fonction  quelcoiupic  de/.  Appelons  ùj(j  =  o,  i , N  —  i  ) 

les  N  racines. 

Si  r]„  est  une  quantité  dont  la  valeur  ne  cbange  pas  par  l'i^nel  de 
la  substitution  R,  le  polynôme  de  degré  N  =  np  en  r; 

l'K'1)    ?co 

sera  la  puissance  p"""'  o\acti'  d  nu  polMionn'  U(r,)  île  degré  //,  ipii 
sera  le  polynôme  réduit  d<;  //„.  Snic-ul  r^,  (/  =  (i,  r.  ...,//  —  i  )  le^ 
n  racines  de  ré(|ualion  ll(ri)    -  <>. 
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liilrniliiisniis  ciilin  1  V'\|pn'ssiuii  siiivanli-,  où  H'' ri   II' (Irsij^iiciil    li-~ 

(Iriivrrxl,.  M".-l   (Ir   II, 

Idfjtirllr  possrtif  l' iinariancc  absolue  vi.s-à-iH.s  dr  toute  sulislitiitiou 
i^dt'  S,  cjff-ctuéi'  siiniillaiit'mciil  sur  \  et  Y. 
Kn  vorlu  do  celle  propriélé  les  «M  ccprcssions 

fi  —  n,i \   -  1 

W    ^^   O,  I Il    —    \      ' 

se.  ri'duisi'nl  à  //  disliiicles,  cjni  sont  précisèinciit  les  n  racines  x, 
fie  //„. 

(  )ii  |)oscra  donc 

Q.  claiil  une  (|iiclcoiii|ii('  des  N   raciiH's  dt-  W  . 

L'irrationnelle  .r,  esl  mise  sous  une  foniio  telle  (jne  la  constance 
du  ia|)|)orl  anliarmoni(|ue  de  (|uali'0  ./;  devient  évidenle. 

Soit  v,  une  facine  ((uelcon(|ue  du  |inlNnonie  ii'diiil;  ('liniinons  12 
entre  lesdeuv  é(|uati(jns 

./;  =  i*(i2,r,),  Mïii)=T.  (W) 

Le  résiillant,  indi''|M'ndaril  du  clioix  de  Tj,  sera  du  dci^ré  N  en  .r,  mais 
sera  aussi  une  puissance  p"'""^  exacte  du  polynôme  ¥(^x,  T),  du 
degré  n  en  x,  envisagé  au  théorème  II  ci-dessus. 

h,i  se  trouve  ainsi  com|ilèlenieiit  construite  et  notre  problème  a  sa 
solution  achevée. 

Los  N  racines  ùj  de  l'équation  W  et  les  n  racines  r,,-  de  II  =  o  ont 
la  propriélé  suivante  :  elles  sont  toutes  les  transformées d' une  quel- 
conque d'entre  elles  par  les  substitutions  j^  du  groupe  S. 

On  appelle,  dans  la  théorie  des  formes  algébriques,  équivalents 
deux  polynômes  P(x')  el'r(yj),  lorsqu'on  passe  de  l'un  à  l'autre  en 
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posant 


.r,^H-ÎJ  _      r.P- 

.rC  -+-  D  ^  ~~  -T.ï 


P  iM  <r  oui  li-iiis  iiivariaiils  absolus  corrcspondanls  ri^Miix. 

.le  montre  que  le  polynôme  réduit  H^r,)  est  «  (piivalcnt  au  poly- 
nonir  /(x),  premier  membre  de  //„. 

ll(r,)  est  à  coefficients  numériques  et  lou.s  1rs  irnarianls  absolus 
<{n  polvnomc  f{jc)  sont  des  constantes  numrviques,  rpioiquo  les 
coefficients  ,l.(/)  dc/(x)  dépendent  de  /. 

C^c  résultat  était  à  prévoir,  car  tous  les  invariants  absolus  d  un  poly- 
nôme /"(j")  sont  des  fonctions  rationnelles  des  rappoits  anbarmo- 
nicpies  construits  avecipiatre  racines. 

Le  choix,  dans  un  groupe  S  donné,  de  la  sMiolilutioii  1\  nest  ])as 
tout  à  fait  ad  libitum. 

La  sul)Stitution  tl  qui  correspond,  dansfî,  à  U,  [)eut  déplacer  toutes 

les  racines  de  A„  autres  que  .£•„.   Les  ri  —  i   racines  ./• ,•'«-(  se 

repartissent  p  à  p  entre  les  cycles  de  11  et  p  divise  //  —  i.  Je  dirai 
(juon  a  affaire  à  la  première  catégorie. 

H  peut  laisser  fixe,  outre  ac-o,  une  seconde  racine  .r,  ;  les  //  —  i  ra- 
cines 0^2,  . ..,  x„_,  se  répartissent  p'Ap  entre  les  cycles  de  H  et  p  divise 
n  —  2.  Je  dirai  que  l'on  a  affaire  à  la  deuxième  catégorie. 

D'ailleurs,  aucune  substitution  de  (\  ne  peut  laisser  Jl.res  plus 
de  deux  racines. 

Voici  le  résultat  de  la  discussion  en  ce  (pii  concerne  le  choix  de  \\ 
ou  flu  nombre />.  N  =  np. 

p=i,  11  =  .. 

S  appartient  à  l'un  (pidcoïKiae  des  cinq  types  de  M.  Joidaii.  foutes 
les  racines  de //„  s'expriniciil  raliiinnell(^MicMt  eu  fonction  dune  qucl- 
conrpie  fl'enlrc  elles 

Dans  le  cas  de  la  dcuMéme  catégorie,  //  est  un  iioinliif  paii'.  //  =  ir. 
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I^cs  1  r  racines  sr'  ri'pailis.sfiil  en  /•  coiipli-s.  (_ilia(|iir  lariiii'  d  un  (  (iM|ilr 
sV>x|)rinio  ralioniiellcnicnt  n\rc  liuilio.  //„  n  rst  pas  |)iinnlivf. 

Toutes  les  racines  de  //„  s'exprinicnl  ralionnelleinenl  a\ec  deux 
qiielcoïKjues  d'eiilre  elles,  pourvu  loiilel'ois  (|ne  ees  dernières  (  dans  le 
C.1S  de  la  deuxième  ealéj^oiii,')  n'apparlieiiuenl  pas  au  inènic  couple. 

S  n'est  jamais  du  lype  eircnlaire. 

Si  S  esl  du  l\|ic  |)viamidal,  />  —  u.  ( "i  dérive  d'une  sulislilulifin 
cireulaiie 

(■)   -  (  o,  I ,  u ,  . .  . ,  //  —  I  ),  H"  ^--  I . 

entre  les  //  racines  ./•„,  . . .,  ./■,,_,  ei  d'une  suli^lilul  i<>u  binai le  ï. 
On  a,  pour  /i  impair, 

£  =(o)(i,  /*  -  i)(2,  n  —  -2).  .  .\ 
punr  //  paii-  =  2/', 

c=(o)(/-)(.,''-0(---)..., 

/i  impair  conduit  à  la  première  catégorie;  /<  pair  conduità  la  deuxième. 

Même  quand  n  uest  pas  premier,  h„  participe  aux  pi'opriélés  des 
équations  de  (  !aluis. 

S  tctraédrique  ne  donne  cpie  2  auharmonicjues,  savoir  (  .\  =  i  2  =  //  )  : 

"  =  1)  P  =  ^  (l'équation  //.,  est  à  groupe  alterné  et  à  discriminant 
carré;  première  catégorie). 

//  =  G,  />  =  2  (deuxième  catégorie). 

S  oclaédri(jue  ne  donne  rien  à  la  première  catégorie  et  trois  auliar- 
muniques  à  la  deuxième  catégorie  (N  =  24  ^=  'ip)  '■ 

«  ;=  I  !  />  =;  2 

,1=8        p~Z 

n  -=     (j  p  r:3  4 

S  icosaédricpie  (N  =60  — «/j)  ne  fournit  rien  à  la  première  caté- 
gorie et  trois  é([uations  à  la  deuxième  catégorie  : 

«  :=  3o  />  =  ■>. 
H  =z  30  p  z^i 
Il  =  12       p  ^  5 


l(>'l  I.     MTONNK. 

(  Miaiit  il  rt'ijiiiiliiiii  i\r  Hircali  V  son  inlci,^ralc  iré-néralc  fsl 

où   il  osl  la  foiistaiik'  aihilrairo  l'I  (2  la  roiiclioii  roiiiiilc  |)ar  IV-ciua- 
tioii  ^^'  on 

1I'(Q)  =  T(/V 

Si  l'on  prend  pour  variable  non  plus  /  naais  i2,  ce  qui  ne  change  pas 
le  fond  des  choses,  il  est  très  facile  de  construire  IJ  elle-même. 

II,  W  étant  les  expressions  en  Q  déjà  envisagées,  ^* ,  ^J*".  II.  ... 
étant  les  dérivées  par  rapport  à  Q,  l    s'écrit 

...f/ii  ,..„        '/     11 


Il  l'allail  s'allcndre  à  rencontrer  tôt  ou  lard  dans  les  présentes 
recherches  les  groupes  S  de  .M.  .lordan,  lescpieis  jouent  un  rôle  essen- 
tiel dans  l'inlégralion  algébrique  de  l'écpiation  dillérentiellc  linéaire, 
homogène,  du  second  ordre. 

Voici  pourquoi. 

M.  Painlevé  (Leçons  de  Stockholm,  p.  29  et  suivantes)  rattache  à 
réfpiatif)n  U  de  Riccali,  l'équation  V 

'-Ç^  =  rM(/). 

Si  «I,  H^)  f^%i  •■•  sont  des  intégrales  de  U,  si  c,,  i.,,  ...  sont  des 
intégrales  de  V  et  i',,  t!j,  . . .  leurs  dérivées,  on  a 

i-i  -(-  Cl-, 
pour  liiiti-grale  générale  de  l    et  ensuite 


'  ("2—   "l)("3—    "1) 

Dans  11-  cas  qui  nous  occupe  toutes  les  intégrales  tant  de  I    cpiede  \ 


iNTKf;n\i.i:s   h'ine   mkmi;  kqu.mion   hk   iuccmi.  rG» 

soiil,  Il  |i;iil  Ir  cliaiif^'iMiieiil  (le  vaiiahlc  iiidépendanlo  /  en  T(/),  algé- 
l)i'i(|iics.  I.'iiil.Mvi'iilloii  ili's  i:i(ni|irs  S  (11-  M.  .lordaii  ne  saluait 
iiiaii(|iu'i-. 

J'cs|)('mc,  dans  iiiiL'  jxihlicalioii  ulU'iieurc,  revenir  sur  la  dépendance 
ninlnclle  des  équations  dinéreutielles  L  el  V. 

Il  paiail  aussi  intéressant  el  l'aeile  d'approfondir  la  théorie  géonié- 
li  i(pic  (les  eonrlx's  algébriques  [nncuva-Aes  anhar/nonif/ucs 

|"(  ./•.  T  »  =  (), 

où,  dans  le  polynôme  F  envisagé  au  lliéorénu'  IF,  ci-dessus,  on  pn-ud 
./•  [)our  une  ordonnée  et  T  pour  une  abscisse. 

Dans  !<•  |)résent  Mémoire,  je  me  ciinteiile,  comme  exemple  d"a[)pli- 
ealinii  |)()ur  les  pr(>eéd('"s  i;('Mieiau.\,  (Je  construire  toutes  les  anharmo- 
Mupies  du  (pialriènie  di-i^ri'-. 

Les  ])rincipaux  résultats  des  présentes  recherches  ont  fait  robjet  de 
plusieurs  Communications  insérées  aux  Comptes  rendus:  une  déjà 
ancienne  (7  mai  i8<H3),  les  aulics  plus  récentes  (i,'>  février  i8()Ç); 
5  et  12  février  i()oo). 


CIlAlMTlti:   1. 


Génëhalitës  sur  l'éqiation  aluébrique  a.miarmoniqlk  de  degré  /i; 

LES  n  CONSTANTES  '/o,   ^i,    ....  (/n-x- 


1 .   (Considérons  une  équation  algébricpic  //„  de  degré  n  ^.\ 

f{x)  =.r"-H  a.,(  /)x-''-'  -f-...-f-  X„(l)  =0. 

où  les  coefficients  A.  sont  des  fonctions  (pieicoiupies  de  la  variable  /. 
Nous  envisagerons  comme  f/aa/ttilès  ralioitm-llcs  par  dé/inilion  : 
1°  Toutes  les  constantes; 
■?."  Les  coeflicienls  x  de  //„. 

Journ.  de  Atitlh.  (5'  série),  tome  VI.   —   Fasc.  II,   njoo.  -- 


|{)t)  I.     MTONNK. 

Jo  no  onn>i(liTi'iiii  pas  coimiio  dislincli-s  doux  //„  (jiii  m-  (lilliii'ioni 
(|iii'  par  lo  rliant^oiiKMit  (]('  ./■  tMi 

,,,        .ra{l  )  -r-  b(n  ,        ,       , 

.rc{n  ^  'h  n  ' 

a.  h.  I-,  il  =  rationnelles. 

(]cla  me  perinellra  de  supposer,  sans  restri-iiidn-  la  ;,f(iiii  alil«'. 
-V,  ^  o,  c'est-à-dire  nulle  la  soninie  des  //  racines. 

Nommons,  sous  le  héiiéfice  des  liypolhèses  ci-dessus  faili's  sur  la 
ralionnalilé,  (1  lej^roupe  (an  sens  de  (ialois)de/(„.  Il  est  évidenl  <pir  (  1 
est  indépendant  du  changcnRiil  de  x  en  .i'''.  On  admettra  (juc  <i  i-l 
transitif  et  //„  irréductible. 

2.    Prenons  inainlenanl  une  (•(pialiou  l    de  Uiccali 

du 


di 


ii',„(  /)  -+-  ?Mi'o,  (/)  4-  ir  ii'..o(  /). 


Par  livpolhcsc  les  «  racines  .r,(/ =  o,  i //  —  i  )  de //„  seront  des 

intégrales  de  \  .  Alors  le  rapport  anliarmoMi(|ue  decpialre  racines  sera 
constant  et  //„  prendra  le  nom  d'équation  algébrique  anharmoniqiir. 
Celle  propriété  est  évidemment  indépendante  du  eliangemeni  de  ./• 
eii.r"'(n"  1). 

.le  me  propose  d'étudier  la  uatuii'  de  ranliairn(iiil(jiie  //„  il  At^^-  irra- 
tionnelles r,. 

,"».    Snil  /,  une  l'acine  (pu-lcoïKpie;  posoiis 

(//  —  i  )(•,  =  (  //  -  \)c(.i\)  -V  -——-' 

/  =  O,  I ,  . .  . ,  //  —  I  ;  i  ^  OL. 

Il  est  laeile  de  calcidei-  la  rnuelion  r(z  »  de  l'iii(le|i-i  iiiiiu'i'  ;.  Soit 


IS  l'i:<;itM.KS     II   INK     MKMK     KQl\riO>     [>K     lUCCA'll.  I  ()^ 

(  h\    AIWA 

—  [Il  —  I  )  r  (  ;  )  =  y  _i_- ,  /  ^  a, 

c  osl-i'i-diic    (juc    la    soiiiiiialioii    est    (Mciidiic   aii.v   n  —  i    racines    ili* 
J\(  z  )  —  ().  Si  L  csl  ral;,'()iitliiiic  tlii  in^aritliiiK,'  iK-péiicii,  il  \ii'ii(lia 


^dz-.r,  ,;;'^11'-         ■'■•>         J\{z)  ''"'^-''^  ÔZ 

I  )illV'ionli(ms  deux  l'ois  par  lappoii  à  z  la  ix-lation  (  i  V  du  aiiia 

f  (z)  =^(z-  ./•,)/,(;)  +    f^(,z), 
f'{z)  =  (^z-.r,)/:(z)  +  -2fjz). 

D'où  l'on  liieia 
l'oiir  z  ^  j„ 


i.    Iiilroduisoiis  les//  -     i   i|u<inl ilés j',,  '^a,  délinirs  par  les  éj^fa- 
lités 


()iid(iil  (lu  rcsic  aussi  iulioduirc  un //'^'"^  \',  j'^,  qui  est  x. 

l'ous  les  j-,  étanl  inégaux,  tous  les  r,  le  seront  aussi.  Xolaiururul 
un  seul  des_y,  peut  èlrc  zéro. 

Si  ce  cas  se  présenle,  je  dirai  que  /<„  appartient  à  la  snoiulr  lalê- 
i^oric.  Sinon  on  aura  allaire  à  la  première  catégorie. 

.le  dis  que  le  rapport  de  deux  y,  aucun  des  deux  n'i-ldiil  x  ou  o. 
est  une  c.onslanle. 

l'onr  établir  celte  proposition  fondanieniale.  j"écris  (jue  ./•,,  délinic 


l(iS  I..     AITONNE. 

par  rêgalito  (i)  est  uiio  intégrale  de  l    (n"  2  ),  tout  coiniuc  ./•„.  Après 
un  calcul  facile  on  a 

y\  -l-_^v,  (ilî.,  +  2.r,iil>.  )=:!'  =  r',  -f-  i\(y\\,,  -t-  a.r,itl,o)  -+-  ii'..;^. 
Sommons  par  rapport  aux  («  —  i  )  (piantitcs_>',  qui  sont  finies,  il  \icii(!ia 

(^«  _  ,)P  =  V  v; -H(^,-f-  2X.D!,j)  VjK,-. 
Mais,  en  vertu  tle  (i  ), 


yi  =  ^0. 


et 

Bref.  P  =  o  et 

y, 


\y,  =  {n  -^)c^-y,j;zr 


(n"  O) 


=  tiS),  -+-  2a-»\i!.. 


Jy 


Vj  :  y'i  =  const . 

C.    Q.     F.     I). 


.">.   (Considérons  l'équation  \  j, 

\ 

=  y~' +  . .. -l-a„_,(a:a)  =  f^ 
I  opéra  lion  JT  étant  étendiit^  aux  { //  —  i)  quantités^  qui  sont  tinics. 

\\  aura  ses  coefficicnls  ralioniiels  en  .r\. 

Pour  la  première  catégorie,  a„_,  ^  o.   I*our  la  seconde  catégorie, 
r/„_,  =  o;  après  (lé[)arl  du  facteur 7,  Y»  se  réduit  au  degré  n  —  2. 

.l'écrirai  pour  Y, 

-+-...  4- A„(./-,  )  =  o, 

A„  :/:  o;  on  aura  alors 

M  =  /t  —  I    pour  la  première  catégorie, 
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M  =  /<  —  ■!   pour-  la  (Iriixiriiic  calc'j^orie. 

Qucl(|ui's-iins  (les  A  pciivciil  rln-^EO.  Nommons /«  le  plus  j,'rarul 
commun  diviseur  des  indices  VI  —  /  tels  rpie,  dans  le  terme  /■' A„_^, 
le  cocflicienl  A„  ;(xa)^o.  Comme  Am:7^o,  /h  est  évidemmenl  un 
diviseui-  du  de-^ré  M  cl  M  =  rns.  Y„  est  une  é(pialion  Z,  de  de<riv  v 
en   z  =  ^■"' . 

(>.  Suit  y'„  une  racine  de  Y,;  toutes  les  M  racim-s  sol>tiendr()iil  pai 
la  fuiinule 

Vy/^,  /^  =  consl.,  /i  =  o,  I,  . . . ,  M  —  I  ;  /„  =  '  • 

delà  résulliî  immédiatement  du  n"  i.  Aucune  des  constantes  /^  n  est 
nulle. 

L'équation  >;■ 

no--7o/o=y'+E,r„j-'+...+  K^.j>>'-'+...+  i',7:  =  o. 

où  les  K  sont  des  constantes,  a  les  mêmes  racines  que  \„;   identilions 
\\  et  iL';  on  aura  les  M  relations 

(i)  Aj(x,)  =  Kjy„,        y  =  .,2,  ...,M 

pour  déterminer  les  M  -f-  i  inconnues  Ey  ct_>'o- 

Cherchons  les  solutions  du  système  (i)  ci-dessus.  Plusieurs  A^ 
peuvent  être^o,  les  Ej  correspondants  sont  alors  nuls,  c'est-à-dire 
déterminés. 

Je  ne  retiens  donc  que  les  relations,  au  nomhre  de  M  —  M,, 

(2)  yiKj=Aj(x^), 

où  Ay  ^  o.  Soienly",  J 1,  j,,  .  • .,  les  exposants  divers;  on  a  déjà  ap[ielé 
m  (n"  o)  leur  plus  jj^rand  connnun  diviseur. 
Toute  expression  de  la  forme 


l-o  I..     WTONNK. 

DÛ  les  u.  sont  dos  i-nliors,  positifs  ou  rK'ïtTlifs,  osl  un  ninlii|)l(j  ilo  m. 
I  n  ihéoivMK'  l)icn  roniui  (raiilhmctique  nous  apprend  à  construiic  au 
moins  un  sysliMUO  donlicrs  u.  tris  que  —/;-«■  =  //'•  l.crivous 

II. V^     pour     \'^.V;..., 
(.-"=ni>     pour     l'f  !•.);•.... 


Les  •'•ijalilcs  (2  )  (k)nuont  ininu-dialcnuMil 
(3) 


V.  =  A  ■  v' 


f  l'cslanl  indcIcrniiiK',  ce  {[ui  devait   èlre  |inis(pH'  1"<mi   11  avait  (|ui'  M 
('■tfalilés  (i)  ci-dessus  pour  délinir  M  -t- i  inconnues. 

.le  dis  qu"(Mi  faisant  varier  rindélerniinéc  r  on  obliiiil    toutes  N-s  so- 
lutions possibles   des  ctpiations  (i),   au    moyen  des   formules  ('îjci- 

(ji'SSUS. 

Soit  en  ell'et  r„  et  E^  un  autre  système  de  solutions;  on  aura 

A.  =  r;K,  =  .:!•;, 

(^)'=y^'         r„:K,  =  const. 

r„  ne  dilTère  de  v„  (pie  par  une  autre  \aleui-  attribu<'e  dans  (   )  )  à  1  in- 
dc'terminée  i\  il  en  est  di'  môme  j)oiir  1"^  et  les  \ij. 

7.    l'Ji  ri!'sumé  >■„  rs/  ih' /inic  par  um-  l'ujiKtlion  huioiin' 

r"'-^'"'Û  (./•»)  =  o, 

oit  (•  i:sl   iiiir  coKsIniilr  i iidi-liTtiiiitrc  et  i2  ////'■  foncliDii  iiilKHiin-llr. 
il{.i\)  n'est  pas  autre  chose  que  II 'V^Cx,)  ci-dessus. 

.le  ferai  entrer  dans  il  le  facteur  constant  <■'"  et   j'éc  1  ii.ii  >inqilrmenl 

(  \)  '.'-\„(.v„)  -y'"      i2(.r,)  =  o. 

Le  (piotieni  île  deux  racines  sera  constant. 
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H.  til jiti  imitons  {iw  sens  (1(1  (  lillois)  aii\  cocfliciciils  v  de  /"(./jdi"  I  i 
l'iiccirc  lii  laciiic  ./'ji.  'r„,(^'o)^''  <lt'<''>iii|>f>s(^rii  en  laclciirs  lalionnols 

'^\n{y«)=  l'èij'u>l'i  (>'„>•••, 

p-j  +  p'o-'  + . . .  = /»,  lels  qu(.'  P,  =  o,  P^.  —  o,  ...  s(ji(,'iil  des  ('•(|iia- 
•  ions    inx'diiclibles.    Connue   Ic-cjualion   'r„,  —  o   ii  a   pas   de    racines 

«'■j^alos,  il  vicnl 

.le  dis  (juc  loiiN  les  <l('^ri'-s  <7,  t',  ...  sont  v'^au.r. 
SoiiMil  r,  cl  /.  rj  deux  racines  de  T,,,  ^  o,  /.  =  consl.,  avec 

P,(r,)=o,  l%(/rr;)  =  .K 

I^es  den\  ('(lualions  iii(''(hiclii)les  en  ; 

l\(--)  =  o,  P,  (/.-)  =  <), 

(tnl  une  racine  r  =  V]  coiunuinc;  donc  clhîs  coïncident  et  r:'  =  t.  Hrel. 
m  =^  pr  cl  ré(jualion  binôme  (r)  du  u"  7  se  dcconi[)ose  eu  /•  ('•(|iiali(iii^ 
irréductibles  de  degré  p,  telles  que 

P/.)  =  o. 

.le  dis  (|ue  Irquation  P,/:  )  =  o  e.s7  biiionii'. 

(lela  r(''sulle  inini(''dialenieiil  d'un  tb(';orèine  de  M.  b'uclis  {  .loiinitil 
(le  C/cllc,  t.  81,  [j.  loo,  proposition  ill),  puiscpie  :  i"  r(''(juali()u 
P^  =  o  est  irréductible  ;  2"  le  quotient  de  (leu\  racines  de  P,,  =  o,  (pii 
sont  aussi  des  racines  de  'i\„  =  o,  est  constant. 

La  discussion  précédente  montre  (jiie  les  m  =  pr  racines  \\,  de 
l'équation  binôme  'P,,,  =  o  sont  fournies  par  la  formule 

ij//  I  A'"  =  I ,  /,  -=  o,  I  ,  ...,  ///  — i|. 

où  \\  est  une  d(>s  /;  déterininalions  de  \ 'j,  \ \,  étani  une  fonction 
rationnelle  de  x\. 


IJA  L.     \LTON.NE. 

L'écjuation  Y»  (^n''o)de  dc{i;ré  M  =  wseslune  équalion  Z  de  dc^ri-  s 
m  ;  =  >-"'.   Nommons  fi^l'y'â'  [7i  =  o,  i '^  "~  '  )  l^s  s  racines  de  Z. 

Par  consoquenl  :  Les  M  racines  y,  de  \  g.  sont  fournies  par  la 
fiirinulc 

(,l)  iT* ''**'»      [//  =  o.  I .V  —  I  :    /.  =  n.   I //;  —  1  I  ; 

A"  =  I .  M  =  ///v,  m  =  pr,  f^  =  V,(x5t),  ^  a  élaiil  ralionncllr.  l,rs  g^ 
sont  dt's  constantes. 

\'.i\  outiH',  il  y  a  un  ^l'^j  iniini  (^n"  -4)  cl,  clans  If  cas  do  la  seconde 
calëiîorie,  un  V'  nul. 

î).  Si,  dans  la  lonnule  (  i)  du  n"  i,  on  explicile  les  expressions 
de  v,,on  aura,  d'après  ce  qui  vient  délie  dit,  a  et  ^  élanl  deux  indices 
(|ueleonques  clioisis  dans  la  suite  o,  i ,  .  .  .,  n  —  i , 


(  3(- 


7aP''a 


l'iiriiii  li's  n  rorffirients  constants  q^a,  un,  savoir  y^a?  sera  oc;  un, 
dons  le  cas  de  la  seconde  catégorie,  sera  zéro.  Lrs  M  autres  .s'oh- 
ticndront  par  la  formule  (i)  du  //"8,  c'est-à-dire  seront  de  la  forme 
i'/,/.*.  D'ailleurs 

M  =  «  —  f    flans  la  première  catégorie, 
M  =  /i  —  -1   dans  la  deuxième. 

Tous  les  >'  étant  dillérenls,  tous  les  y^p  le  sont  aussi.  Pour  celte  raison, 
le  rapport  î^/,  :  g,,  ne  peut  être  une  racine  m"""  de  l'unité  pour  //'  ^  //, 
i-l  les  v  racines  ,ir™_v"'  de  l'écpialion  Z  du  n"  8  sont  distinctes. 

.Il-  nomme  Q^  le  système  des  n  coeflicients  constants  (Jj,<j  aflérenls  à 
1  indice  X. 

10.  (hirllc  inndilicilinn  ^iiliii.i  1.1  coM-l ruclion  du  svsièine  i) 
si,  an  heu  de  partir  de  la  racine  j\,  on  avait  cliol^ii,  ,ni  ii"  .").  une 
autre  racine  jp? 
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()ii;im;iil  (•u(ii"i>j  r<''(|iiiilioii  ^  ;.  de  dc^ri'' //  —  1 

(  ! Il,,  r^i  lirriliiclililr,  ^/„    ,  (ap)  s'évaiioiiil  iiM'c  '/„_,(  'ï)  <'I  >i'||- 

li'iiiinl  iilois.  Donc,  Ui  l'ulcj^uiic  ne  chan<i<'  pas. 

Si  A^(./-„)e^o,  Ay(./;p)  csl  aussi  ^o  el  ri''(l|ii()i|uciiiriit  :  iiiiisi  h- 
iiDiiiUio  m  ne  c/iaiii^r  pas. 

.\(liii('lloiispr()visoir('iiiciil<|ur  les  iinnihics/yri  /■|]ni>sciil  iliiini;fr(  '). 
Les  /i  --  I  racines  de  réiiualioii  ^  ji  scroiil  foin  iiio  |i;ii'  lu  iDiniiilc  i'p7;4y, 
y  =  0,  I ,...,//  —  1 , 7  7^  ^,  avec  ypfi  =  ac  cl 

|niiM|iM-  (n"  7) 

.•;:'  -  i2(./-,)  =  o;  12C./-,)  =  irAl'(./-,). 

On  ;iiir;i  cncoix'  les  c^alil/'s 


'■?— 7?y'',i 


ri  un  svslcnic  Q.^  de  n  Iniucs  yr^y  lous  inégaux,  donl  nn  tj,y.,  est  x,  un 
aulir  l'st  z('-i'(),  si  l'on  se  liouNc  dans  la  seconde  cali'iioi  ic 

.Ir  dis  (juc  /('.s  sysli'iiirs  ()^  ri  ^)i^,  ne  diffèrent  (jni-  par  l'ordir  di-s 
Il  IcriiK's. 

II.  (/pjj  clanl  îc  se  relrouve  dans  (),^  puis(|ne  y,,  est  -Ji.  Soil  uw 
Icinic  lini  q^j  de  Qp;  je  dis  ([uc  qa,j  se  retrouve  dans  {)^. 

I.c  groupe  (1  de  //„,  étanl  transitif,  possède  an  moins  une  snhslilu- 
lion  .V  =  (a^.  .  .);  soit  /  Findice  au(]uel  s  fait  succ/diT y,  de  façon  (pie 

..  =  (a;i...)(7. ..)(•••)•••• 
(  )i'.  on  a 


<-'« —  '7a;  ''oc 

Xj  =  .ra  H ^ -I 


(')  On  verra  au  11"  32  i|iil'  cela  iTesi  pas. 

Jourii.  de  Math,  (y  série),  liniie  VI.     -  Fasr.  H,  igoo.  2.» 


in'j  I..    AITONNE. 

q?j '•?  =  <•?  -+-  (■'■?  -  •'•>)"' '        •■;"  =  i^(-'"!i)' 

y':,    =  l f-a  +  (r, -  .'■, r '  1'"  1  i2(.,-,)]^ •  =  K'-..  '•-). 

z/:;'^      =:...=  |(.r3,./-),  j/^ralioiiiicllo. 

La  toiRlion  rationnelle  des  deux  racines  ■\i(x,,.Ci')  esl  égale  à  la 
ronslanlc  q'^,  el  ne  cliaus^c  pas  de  valeur  niinién(Hic  par  la  subsliln- 
lioii  v;  ainsi 

Va',  =  ■■['(■'•a,  •'•,)  =  'K'"?»  •'■/)  =  y'v 

Si  yoy  =  <>,  jKiiii  la  ilciixième  cal,i''i;<)ii(\  y„=  o  aussi;  r/c^j  se 
relroiive  dans  ()^.  Si  fjpj^  o,  on  a 

y^y  =  7="  "''^''  '^•"'  =  '  • 

''•'  '7ai  =  pr/i"/^*  ("°  ^)  l'"""'  "I'  clioiv  (■onvciiaiile  (li's  iiomliies 
entiers  /*  el  A  ;  ainsi  f/^j=  .iT*^^*"'  ''"^  ^"^  relronve  dans  le  sysièine  (^)j. 

\a\  résumé,  tous  les  n  termes  distincts  de  i)^  se  relrouvenl  |tarini 
les  n  termes  tous  distincts  de  Q,.  Les  deux  systèmes  (•oïncidciil.  à 
l'ordre  des  termes  près. 

•le  n(^  parlerai  plus  doii-navanl  de  ^^^.  <^);',.  ....  mais  du  syst/'iiie 
uni(|ue  (^  (ou  Q„)  dont  les  n  termes  y,,  </,  =  y„,  (nil  les  valeurs  sui- 
\  an  les  :  ff„=x,  y,  =  o  dans  la  seconde  catégorie,  les  \l  (  n".'»)  autres  /y 
tii't.uil  ni  nuls,  ni  inlinjs. 

hn  reste,  on  pml  uiMiirrolcr  de  lurn  do  laçons  dilVéreiiles  Ic^ 
//  termes  du  svsième  ().  Aiti^i,  au  ii"  I".  je  dèmonirerai  (pie  les 
//  quantités  y'  =:  y^,  soni  Inuh^s  disliiictes.  Au  n" '27,  je  raisonnei  ai 
non  plus  sur  les  y,  mais  sur  les  y^. 


I.MKCItVl.ES    I)  INK     MKMi;     KQIATION     I)K     ItlCCAir. 


CIIAIMTR1-:  II. 

('■IlIllI'K    I.IMÉAIIIK    FR.Vr:TIO>.\AlltK    S,     Ii'dKDK)':    KIM  :     S(l>    ISlOIIIIII'IIK     I' 
KMIIK    LES    /(     IKITIIKS    '/. 


I"2.  Je  fci'iii  i^r-and  iisai;o  di's  siilisllhilioiis  llin'aiii's  IVailioiiiiairTs..^. 
.rriii|>liiiiM'ai  |iliisi<'iiis  nolalioiis  ('■i|iii\alrnl('S 


<:= 


-,    >         ad  —  hr  ^  <i, 

a     d  \ 


az^l,   ., 


^=i=   -cl^ll^l^ 


ri          az  -^-  i>    ,  ,  ,       .  I  ■  ■      I  '  •     ' 

;  =j^|rj^^^ .  claiil  alors  ce  i\\u'  doviciil    I  iiKicli'iiiimci'  r  |iai 

rcir.'l  <Ic  >^. 

Liiivoi'sc  r   '  (lo  '■  csl 


il        -h 
-  c        a 


z  =  >c'\z'\. 


s^  csl  aussi  (h'-liiiio  par  la  rclalioii  riilrc  r  cl  z' 

4{z,  z')  =  czz'  —  za  -f-  z'd  —  A  =  o. 

.le  (liiai  souvciil  siiii|ilciiiciil  i//i/'  r  au  lieu  de  i///f  .siihslitiilinn 
liiii'dii'i'  frarlioniHurr  1^. 

l*(Uii-  la  iuulli|)iii'aliiiu  des  sulisliliilious  cl  la  lliiVtiic  des  liroupcs, 
j'emploierai  la  lei-uiiunlo^ie  el  les  liolalinus,  classiipies  eu  la  uialiére, 
de  M.  .Idi'daii. 

15.    NuiuMious  rj^  la  j^de  délenuiuaul  r^:^  o 


'%—  -'a 


I7<»  I-     Airn.NNK. 

l-;i  roniiuK'  <lii  ('.lia|iitro  1  (  ii"  î)  ) 


l)r  iiK'iuc 


<(  liiiali'iiiiMil 

->  1  y  a,  I  -=  7:i  I  y?.  1  '       73-  =  ^3  '  ^»  [  V»/ 1  =  *?>  (  y»- 1  • 

cil  posant  ■'!'fx=  "^^'"^i-  il  01'  -^1^=  •'«■^â-  ^^"  i^ 

les  y,,  cl  les  yp,  sont  lous  des  Icrnics  a|)])aiMciiaiil  au  iiu'iuc  sysiriiic  () 
fies  n  cocfllcicnls  y,  (u"  11),  vp,  ne  fait  iiiie  perimiler  eiiseiiil)lc  les  y,. 

Par  suite,  .vh,  a  couslaiils  les  rappoils  «le  Imis  de  ses  enrtncicnlv  au 
(|ualrièine. 

(Considérons  niaiiileiiaul  la  y  caunuinui'  dOrdre  /// 

\  =  \Z       \z\,  //"=!. 

Ou  a  \u  au  (;iia|iilic'  1  (|uc  lous  Ic^  y,  (|ui  ui-  s(Uil  ui  n,  ni  x,  xpui 
donnés  par  la  formule  g/,A''(/i  =  o.  i ,  . . . ,  ///  —  i  ;  //  =  o.  i ,  . . . ,  .v  —  r  ; 
//Av  ^^  M  :  M  =  //  —  I  pour  la  pi'ouiiéio  eah'uoru- ;  M  =  //  —  2  pour 
I.i  di'uxiéui"'  r,il(''i;(irie  ).  Donc  A  lie  lait  (pir  pnui  ulcr  l'iiscudilr  li'^ 
\1  irllre.-.  y,  lelles  cpio  7,7^0  ou  x.  De  [iliis,  A|oJ  =  o,  A|v:|  =  --c. 
Ainsi,  A  partag';  (nrc  les  .v,p  fa  jUDin-lrU'  ih'  poinnilcr  l'uscitihU'  1rs 
Il  /rniirs  y,  i/ii  .syslrnic  Q. 

I  i .  N<uuiiioiis  S  le  yroii[ie  dé'rivé  des  .V3,fi(a,  fl  :=  o,  i ,  ....//  —  1  ) 
et  <ie  A.  S  est  é\idemnienl  isoinorplie  an  groupe  V  entre  //  li-llres, 
conslitué  par  les  déplacements  des  y,. 

IJ'isonioiphisiiir  rst  ho1ortlrif/u<',  v;\v  une  j^de  S,  (|ui  laisse  fixes  li's 
ii( Il  >>  5)  lettres  y,,  se  réduit  à  l'uiiili'. 
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Sol  (l'oidiT  lini  l'I  ii|i|i;iiliiril  ;i  liiii  ili'>  ciiKi  l\  |)i~  d,-  \|  \1.  .lordiiii, 

l\  li'ili  ri    (  iiil'illlll,   (''Il  II  II  II' Il 'S  (lu  11^  l'illllddliclioll. 
\unillinli>   \   iDidli'  ((illllllllll   (Ir   s  l'I  t\f  r. 

I."i.    r  r.s/  lidiisillf  fiilrc  l<:s  II  li'llri-s  y,. 

l'n'iiniis  (l('u\  coiiihiiiiiisoiis  (|iicIcoik[IR's  y.'^  i-l  x'ji'  ili's  //  imlitcs  o 
à  //  -  I .  Il  siil'lil  (|ii"il  cxislc  au  moins  une  ^dc  S,  \y,\v  r\ciii|)li'  »,  li'lli- 
•  pir 

'/a;v=-slv<^|, 

|)uui-  (iiic  lu  liiiusilivilo  soit  assiin'-c 
(  )i'  ou  a  (\\"  l.j  ) 


cl ,  i\t'  llirliic, 


Il  Mlllil  dr  faiiv 


-S  =  VS  -ÏSai 


C.     o.     h.     1> 


S  coulii'iulra  \  =  /«.)î,  substitutions,  3Ti  (Haiil  Toi-dir  du  i:i()ii|>c  S„ 
l'oiiin'  par  les  4^  do  S  ([iii  laissi'ut  fixe  y„  =  oc. 

KJ.    lùiidions  Su  l'I  nouiuions  .v  une  S^ài^'  S„ 

(  )ii  a.  |iai-  li\  |)otlirs(\ 

.s|  ^  I  ^r  -  ;=  ce,  d  ou  '•  =  o. 

.l'i-ciirai,  pour  siinpIlliiT  les  iiolations, 

.y  =  1  ;     (t  z  A- h  \  =  (aj))     ou      \(i.l>\. 


l-S  I.     Al  TONNE. 

l    I)  calcul  >illl|i|c  IllOMll'Ç  l|llf 

L         "  —  '1 

(I,  />)'=(!,//.). 

(".oiiiiMc  .v  =  (^r/,/>)  ^.</  d'oniii'  fini,  /;  =  o,  di-s  <|iic  a  =  i;  alois 
s  ^  I. 

Soient  .V  ^  (rt,  /'),  *'=  (f/',  ^'  ),  il  viendra 

s. s  =  (««',  ah  +  /'').  yy  =  (««',  r///  -h  l>), 

.ç.v'(.y'.y)   '  =  (i,.  ..)  =  !, 

cil  MTlti  lie  ce  (|ui  préccile,  et  toutes  les  i^  il<-  S^  .yo///  rrlinn^riihlcs 
l'iitic  rllr.s. 

De  la  relalioii  y.y  =  y'y  on  tire 

ah  -f-  ^' =  ah'  -\-  h,  (a'  —  \)h  —  (a  —  i)h', 

a  ~  \  a'  —  1 

I.i's  ^(le  S„  (inl  la  forme 

I  a,  c(a  —  I  )],      \a\  <•{  a'  —  i)| 

r  élanl  le  nièiiie  |)i)ur  Imites  les  siihsiiliilions. 

a.  a' ,  .  .  .  sont  des  racines  de  l'unité.  Si  une  des  ^  est  canoiii(|ue. 
r  =  o  el  lf»nles  les  Jl-  snhsiitulions  e  ile  S„  sont  canoiiiiines;  donc,  eu 
\ei  lu  de  lln-ories  hiei)  couiuies,  S„,  d  avilir  .X-,  est  coiistitiir  piii-  les 
>:  jtinss(iiiii-s  il' uni'  si'iilr  suhstitulion 

li  ;=  [;.  'M  ;  —  I  )|  =  ]    -       ?  -  ■+"  ''<  p  ~  '  )    •  p''^'  =  'i  •'■  '-•  ■■•  ^• 

Si  /y/  >  I .  S„  cnulieiil  les  |iiiissauces  de  la  r  cauoui(|ue  .\  (  ii"  lô), 
iî  esl  alois  aussi  caunuH|ue  et  ^' =  o.  Href,  on  nr  peut  u\oir  c^o 
ijne  si  ui     -  I  ;   71.  esl  e\  idem liirn |  un  iuulli|)li'  de  /// . 

17.  Nous  soiiiiues  niaiuleuaiil  a  ni/nir  dr  diuiuer  une  idée  plus 
piécise  de  la  natnie  do  S  el  de  1'. 
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|>,.,. s,  yaiilaiil  l<'s  ii<.l;il  ii>ii^  ilii  ii"  I.'.  d.iii^  S  le-  //  siilisliliilioiis  r, 

§    _  .V     —  T  '  ■T   ;  ji,,  r=  1  .  relies  soril  loiilr-s  (li>liiiclcs,  car  >i  -s,      S;j,  on 

aurait 

,,  =  7|i,  ^.,  I  -X  I  =  .C^  =  7p  I  X  I  =  ./■;„ 

ii'siilhil  al.siildc.  I.a  ivlalioii  t,  |  7,,  ]  =  ^plv-.,|  «lu  ""  1"»  '\'•^'"■t>^ 

•■<a|ya,|---^?l7;'-l- 

(l'on,  à  voldiiti'  :  si  /  =  ]i  :^  <), 

(1)  -Salyaol  =  '/„«,  V-^^-^^'ly""J-=--^:.'l^-h 

si  a  =  o,  [ï  =  /, 

(•0  y„3=,Sp[3cl,  V„a=-S.|Voo|=--S|--^-h 

si/-?, 

Tous  les  cocflicicnls  y,p  sont  ainsi  cdiiiuis  flt's  (]U0  S  i-sl  i-oiiiiii. 

Nommons  S»  la  sultsliliilioii  di-  V  (|ui  roii-(?s[)on(l  à  -S„  «mi  aiiia. 

!n,=  (y„7.. ■•)(■■•)•••• 

Soil  î  une  sultsliliilion  //ar/co/u/i/r  di'  F,  qui  lasso  siiccédiT  Tindiri'  y. 
à  rindict'  o, 

(£  =  (.y„y,. ..)(.. .).... 

Il  \ii'ndra 

"H  (Ha ni  la  subsliLulion  do  F  (|ui  correspond  à  1!  (  n"  l<>).   I  oiili's  le^ 
li  =  nyt,  siibslitulions  de  T  sont  ainsi  fonrnies  par  la  roiiinile 

tl'  iri,         (/  =  o,  I , .:)î,  —  I  ;  a  =  o,  I //  —  i  ). 


lî^O  I..     Al  TONNE. 

Par  siiilr,   1rs  /i  .M,  t=  IN  .siih.slilulloiis  j^  de  S  sont  fouiiilrs  par  la 
fornmlr 

Il  it'sulli'   iiolamini'iil  de  là  que  les  ii  (jtiaiililrs  y,,,,  si)n(  loiilfs  ilis- 
linrlcs.  l-.ii  clli-l.  si  </,„  =  */;jo,  la  loimuli'  (  i)  ci-dossiis  doimi-iail 


alors 


7ao  =  ^i'  I  7oo  1  =  -Sa'  I  ^  I  =  ypo  =  ^^î'  l ^ I  ? 


l'I  les  n iZ  (wpi'cssioiis  IV -Sj  no  sciaiciil  pins  (lislincics. 

Posons  (  n"  li,  in  Jiiic^  q^^^=  fj'.^  fj^^  q'^^^z  y:,  (^oo  c[iii  ('•<|uiviint  à 
un  nuinérolas;e  flilTi-renl  des  y^;  en  verlu  de  (i),  on  aura,  pour  suh- 
~lilnlion  conesiiondanle  à  S^' dans  le  groupe  V  consiniil  sur  h's  ij  . 

r.'-sullal  ulili'  au  n"  liiî. 
IS.    I,a  foruiulc  du  n"  lô 

")  ■i;=-^A'h'\       ""       ■'■-=^.1'/,] 

conduit  à  une  conséquence  nouvelle. 

Envisageons  le  polynôme  rityff)  dont  les  y,  sont  racines;  ."(y)  sera 
fin  degré  «  —  i,  puisque  la  racine  y„  r^l  inliuie.  Dans  la  deuxième 
lalégoric,  il  y  aura  aussi  une  racine  nuili-. 

Los  formules  (i)  monlrenl  (pie  lr  polvunnie  A  '^  ( 'i"  I).  dont 
les  ./•/  sont  racines,  est  rqui\al>'nl  (^au  point  de  vue  de  la  théorie  des 
formes)  au  [)olynome  J(y)  à  coefficients  constants. 

Tons  les  invariants  absolus  de  /(■'■)  sont  des  constantes,  (lela  était 
à  prévoir,  car  ces  invariants  sont  des  fonctions  rationnelles  par  rap- 
pMil  aii\  ra|ipi>rls  auliai  riiiniiques  des  raciiirs   /■,. 

.le  diiai  ipic  .T(  y  )  ol  lr  iiulvnonii'  vrihiil  du  pii|\  nome  /{■''). 
loulc-  y  (II-   S,   |)ei'mutaul   enscmlile   li-s  racines   y,   du    polynôme 
l'i'-duil,   ne   peut,  api'ès  dc'-pait  des  di-uomiualeuis,   que  multiplier-  ce 
polynôme  réduit   par  un  coeflicii-ul    nuniiri<pie   :  .''{ij  )  rst  un  i/na- 
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riaiil  jHir  nippoil  dit  ui'Hip'-  S,  (Imit  l'-.s  )^.sofif  r/fi.-ctuéc's  sur  y. 
toujours  ;i|)ii''-;  (li''|i;iil  di's  {li'iiiniiiiialiMiis. 

Il>.    (  )ii  a  \  Il  (  n"  Mi  )  (\t\r  K, 

11  =  ,;      pr+^'(p-i)l,  ?■'''  =  I, 

(loiil  Ifs  ,)î:,  [niissaucos  coiisliliu-iil  S„,  l-sI  t'orciMiiciil  caiioiii<|iio,  r  =  •<. 
(Irs  (iiir  ///  >  r ,  mais  ([in'.  si  ///  ~  i .  on  a  ('•vciiliiollcinent 

li  (Icvicnl  (aiioiiiquc  (1rs  (|ii<'  ron   Iraiisfoniic  S  par  la  siil)slil  iilioii 

I-:    '  =:  1  -^       -  H-  r  I, 

i;|  y-\  -    l"|  7„  I  =  ^  =  V,i;  '■'  =  '  'l*'^  •!"''  ''  =  o-  Considérer  ES  10  '  au 
li.-ii  de  S,  l'csl  uporci-  non  [dus  snr  r  ri  y„  mais  sur  r  -I-  (?  cl  y,  -H  ''. 
\Oici,  ivlaliveinenl  aux  groupes  S  cl  S„  ai/i.si  f/a/is/or/it(-s par  l'.   ', 
(pi(d(iU('S  icnimes  utiles  pour  la  suilo. 

I.  Aucune  s,  n'esl  une  puissanrr  de  U,  cai'  un  aiiiail  .s,[3c|  =  x, 
s^ly,,  I  =  y„,  c("  ipii  est  al)sin(lc,  car  (  n"  17) 

I I .  Aucune  i^de  S  autre  que  les  puissances  de  W  n'esl  <annniiiue, 
eai'  on  ani-ait  encore  r  |  :c  |  =  oc,  ^  =  R'. 

m.   S„  //''  conlieni  atirun  sous-groupe  3 permutable  aux  ^  de  S. 

Les  r  de  J  sont  canoui(jues,  puisciue  ce  sont  des  puissances  de  R: 
désignons  par  8  nue  .r  (pielconquc  de  S  non  contenue  dans  S^;  si 
§-'jS  =  ,-f,  on  a  (io\u)\y,  Jour/nd  de  Crelle.   l.S'i,   p.  <)(">.  n"  7)  ou 

bien 

-S^  caiioui(|ue, 

ce  (|ui  est  absurde  i  Icmiiie  I!  ),  ou  bien 

Joiirii.  (le  Math.  (:)'  sciic),  tome  M    —    l'asc.  M.  mjoo.  -*'I 


}»: 


!..    MToyyy.. 


Lt^s  .\  =  /i  K-  siil)Sliliitii)iis  ili'  S,  ([iii  (li'\  iciil  |i\  riiniid.il  (  /■(,//■  lnlin- 
cliiclioii>.  se  irrliii.>;onl  aux  2=ib  siiltslilulions  dérivrcs  de  .s  cl  de  |{  ri 
donnéfs  par  la  formule 

.s"  H'         (/  =  (1,  I 11.  —  I  ;  A'  -^  o  cl  i). 

(  lela  l'st  ahsurde,  car  mi  aurait  //  =  2. 

(  )ii  vcria,  du  reste,  au  n"  52  que  R  est  toujours  caiioiminc  cl  i-  imi- 
jouis  uni.  I/liy[iollièse  e  ^  o  est  toute  pi'ovisoirc 


ciiAniKi-:  m. 

UJKMITf:    l)K    1'    AVKr,    I.K    GIlIllPi:    Cl     DK    1.  AMI  \IOIIIM(.ll  K. 


'JO.    l!c|ircnons  la  rclalion 
•r,  =:  x^  4- 


^%        ''a"/»! 


'^■A'hA    '  ""  ''"♦)' 


L  =    n:  J\ 


cl  le  i:rou|)c  S  des  //Jô  suhslilutions  (u"  17) 

lî'^^         (a  =  o,  I,  . . . ,  //  —  I  ;  /  =  o,  I,  . . . ,  Ob  —  i), 

15  =  !  :;     cr-+-  f(.p  -  i)  |. 

(>liauyeoiis  ;  cl  y,  eu  z  -\-  r  c|  q,  '-i\  ce  ipii  a  pour  eilcl^u"  li))ilc 
transforuier  S  par  la  sMhslilulion 


E-  =  |.     .+ 


et  de  rendre  1!  eaui>ui<pic. 
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Nipiiiiiioiis 

(L='-^  +  ('  —  I-:-'  '-' 


iS'i 


ce  ipii'  ilrxiiMil   II'  i;i|i|ii)il       '    |i;n-  rdlrl  i\<-  \. 

Il   \  li'iiiini 

I  I 

7,  =       -        ./•_  -t- 


i'a('/a--)   I 

I  )(''S  <|iir /// ^  I ,  I''  se  !■('•(  lu  il  ;'{  I  iiiiili'  (  n"  Kî.  ///   ////'') 
r  =  o, 


•l  (1.,^  se  1  l'duil  ;iii  (|iiolii'ril 


(Idiil  l;i  piiissaiin'  ///"'""'  est  rai  iniinclic  |)iiis(|ii(^  i'^=^ii(.i\)  ((iiia- 
piliv  I  ). 

'2\  .   .Ir  vais  l'IiidiiT  les  |in)|ii'iot<''S  dos  f/^  (jiii  sont  ir  fondiMiiciil  de 
tonh'  la  lli/'uiic. 

<  )ii  a  daliDi'd,  avec  li's  iiolalidns  du  ii"  17, 

-x.^^,|,/,|  =  ^„|,/„|.        ,/,_  ^;  , .j  ,/,!  =  . s,  |,/,|. 

d'où  dg.  —  .s^'  I  f/„  I  :  de  iiièine  .Sa|/4 ]  =  ''^pL'^'pJ- 

Les  /Ot,  quanlilés  Uj(  J  =  o,  i ,  . . .,  N  —  i;'S  =  ndX,)  foui  nies  (lar  la 
forniulc 

soûl  drs  liaiisfoi  luées  par  des  ^de  S  de  l'expression  //"„  -  -  '/„.  .Ir  \ais 
uioiiliiT  (pie  les  >s'  quanlilés  i/j  sont  loules  dislincles.  Alors  illcs  si-rmil 
toutes  1rs  transforiurcs  do  //„  par  l(>s  ^  de  S.  Ces  (leriiières  ne  leioiil 
que  [leriiiuler  ensemble  les//,. 

2*2.    I.    Aitvuii  il.,  n'est  y:,  ear  on  auiail 

l'a  =  ()  el  .r,-  =  .i\  -+-  —  ; 

//„  aurail  des  racines  égales. 


l'^^'l  I,.     Al  TONNE. 

H.    Si ti/u/^—  coiisl..  /oti.'i  h's  (1^  sont  roii-slaitts. 
Posons  r/,  =  —  -4-  <•  =  k  ;  il  viendi-a 

(  >!•  (  (  ;iia|>.  I  "»  i"'  =  i2(  .i\  ),  Q.  (Maiil  rationnelle 
(  i)  t-;"  =  [ r (^.r,  )  I'"  =  (^  K  -  .•  )'"Q (./•,). 

('omme  //„  est  irrécliulible,  la  relalion  (i)  subsiste  pour  tontes  les 
racines  .i\  et  tous  les  d^  sont  des  constantes. 

III.   //  est  absiadc  de  supposer  tous  /es  d^  conslanls. 
Des  formules  telles  que 

(i)  .rp  =  .r,+ 


on  lin- 

r/,  —  ^apT^  o  sans  quoi,  en  vertu  de  (i),  a-p  =  Qc;  de  mèmcd^—  fj^^::^o. 
Alors 


Si  tous  les  f/  sont  constants,  les  rapports  des  i-  sont  conslanls  cl  Ton 
peut  poser 

(2)  j?p  —  ,ra  =  Kjijti),         K3a=const. 

I-infCluons  la  sonmialion   >  .  [î  :^  a,  des  éjîalilés(2),  en  ri'niaicpiaiil 
i|U''  la  sonmic  des  racines  de  //„  r-l  nulle  (  n"  I  t:  mi  aura 

Le  rapport  di*  deux  racines  x^^  serait  constant.    HaisonnanI  sur  //„ 
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coiniiic   iiii   a    riiisuMiK'  sur   ^^  au  ( '.liii|>ilr''  I .  nu  \riiii  (|U<' l'inalinu- 

I 
l\r\\r   /•,  ol  ilr  la  InIlUC  X, ■:=  K,T"' ,   T  —  foU(ii<JU   1  a  I  ii  in  ufllc  (Jos  cocl- 
liriculs  rX  dv  /{■'■  )  (  u"  I).    Lfs  ./■,    ni^  scialrul    plu^    iulr;,'i'i(lf's  fl^uu' 
i'(|ualioi)  de  Riccali  tuai';  dum'  i''(|uali(>n 

m  \         z=  1/  l  1    =  -    . 

,//  '  (/t 

I  \  .     l //<■///!  fiiiniuil  (II',  :  (L,  ii'fsl  roiisUtiil  jKJiif  ,3  =^  a. 
l'osous  r/;i=  K^/^,  K  =  cousl.   (  )u  a  '/;-,=  -~^  | '/,  ]  ( H"  -I  ).  "ù 


(I     ^i)^'^''^' 


csl  une  ^  ili'  N. 
Il  viendiail 

(1,^=:  \\((^=  —^ , 

(i)  Kcili-{-  (l,(}\(l — a) — h  =  o. 

Li'ijiialidu  (  I  )  en  ^/j(  Pst  uiH'  idinilti',  siiKui  ^/3(=consl.,  ce  rpii  esl 
absurde  (  leinuic  III  );  donc 

b^c^^Krl—  a=o, 
S  esl  cauouiijuf. 

De  là  successivement,  toujours  avec  les  notations  du  u"  17. 

ce  qui  est  absurde. 

Les  quatre  lemines  précédents  entraînent  la  consérpienrc  aiuioncée  : 

V.   Les  N  =  «Db  quant ili'-s  iij(J  =  o,  i ,  . . .,  N  —  i)  i/a  n"  21  don- 
nées par  la  formule 

p'd^  (/  =  G,  I,  . . .,  5Î,  —  i;  a  =  o,  I ,  . . .,  //  —  I) 

sonl  toutes  dhlincles. 
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Si  Ion  avail,  en  ollcl. 

•m  il  ma  il 

il.  ;  (1^  =  consl. 

ro  (|iii  fsl  alisurrle  (leiiiiia'  l\  ). 

l.r>  r  (le  S  ponmilenl  eiilrc  elles  les  \  lellres  //,;  les  (léplaeeiiieiils 
«les  Uj  forrneni  un  irroupe  1"  eiilro  N  lellres,  évicleinmenl  :  i"  iso- 
morphe à  S  et  à  F;  2"  transitif. 

Il  n'v  a  pas  hémiédiic,  car  S  ne  possède  aucune  ^laissant  tous  les//, 
li\os.  r  a  son  ordre  N  étfal  à  son  degré.  Clinquc  substitution  de  F  de- 
place  <liacunt>  des  N  K-tlros  11. 

!!,">.  (considérons  l'écpiation  i>  de  degré  \  |/=(),  1,  ...,  x  —  1  ; 
X  ^=  o,  I //  —  I  I  : 

;  -  N  _  1 

T^'O^  11  ("  -  ".j=ii("  -  ?''/«)= n  *""'-  ^'='"'' = '•• 

.le  .lis  ,p,e  (P^''  =  (  r  +  '')^'^  <  ""  *^^^  '■^'  lalinnnel  en  .,\. 
V.w  ellel,  r'^' =  iii'./-,)   (Chap.    I),   Çï  élaiil    raliouuelle.    r  =  o    dés 
(|ue  ///  >  I  (n"  16,  in  fuu'^\  enfin  Oî,  est   un  nuilli[)le  de  ix  (  n"  ll>  ). 
l'ar  cons(''(|uenl  : 

lors,p,e     ;.>,,     ...,„     ./^^  =  ['±I'OJ'^=[£(iidiJ=,,n..n,,elle: 

[U(.r,)]^ 
lorsipie  ni  ^=  \  ^  \\  est  rationnelle  et  <l^'  aussi. 

<  )n  a  donc  D(//)  ^=  \\  ("''^),  les  coeflicieuls  du  pol\  uome  \\  en  11  '^' 
étant  symétriques  par  rappoil  aux./,,  c'<'st-ii-diie  rationnels  par  rap- 
|torl  aux   coefficients  a,  de  /"(.#•)  (^^u"  I  ).   Les  ((leriiiieiil^  de>  pi>l\ 
nomes  D  on  \\  sont  donc  rntioniirh  au  siiis  du  11  "  I . 

lii.  /-'■  'jrolipv  (  (lU  sens  ilr  (idliHs)  ilr  \' njualinn  l>,  df  ili-'j.ir  \ 
l'I  à  rorpirirnls  iii/ii>/i/i'-/s.  rsl  i>ir(isriiiriil  li-  ^iinijir  V  du  n"  *1*1 
{in  Jinr). 
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()ii  sii|i|i(isi'i;i  I)  ini'diiclililr;  on  M'ri'.i  ;iii  (  lliii|iil  iv  l\.  n"  .">;».  ce 
<|ll  il   l'Il   i'>l    cIl'rcliM'lilcilL. 

Soient  s,  (  y  7-  o,  I .... ,  .\  —  i)  les  i\  sulisliUilions  r  de  S,  on  aura 
f/j=  iij\it„\.  I /expression  ■\/(i/o,  i/,,  . . .,  t/^_,),  ralioiMM-lic  i-n  Uj  et  ii 
cocflicienls  ralioitncls  au  sens  du  n"  1,  est  idoulicpic  à  une  expression 
anal()j;iie  y  (u„)  en  u„  seul.  Il  est  indilTéienl  d'ill'eclMer  dans  1/  : 

Soil  sur  les  u j  une  sulislilulioii  -S  de  S  ; 

Soil  ftilrr  les  II I  une  perninhitioii  manpii'e  p;ir  la  >uli>lilnl  lun  t 
lie  !"  coircspoiidanle  à  -S. 

riVMoiis  ridciilih' 

■■J'C",,-" ,  "v-  ,)  -  7A"..  *• 

Si  '^  est  inNarialili'  par  les  snlislihilions  t  de  1"  ,  on  a,  en  \erlM  de  la 
lransili\il('-  de  \\ 

7("o)  -t-yf  «I  )  +. .  ■ 

'j/  csl  s\niélri(pie   pai'  rapjiorl  aux  raciiii's  de  1),  c'esl-à-dii-e   ration- 
nelle. 

Si 'j^  ^  •/_( //„j  est  rationnelle,  on  a,  |)nis(pie  1)  est  irrivluet  ilile  par 
liy[)ollièse, 

l'^z*  "..)  =  /.(".) -^•••; 

■^  ne  eluinge  pas  (K;  valeur  par  les  substitutions  i  de  1". 

Ainsi  F'  esl  \c  groupe  de  D.  i..  o.  r.  n. 

Posons 

„•„  -----  n^}'  =  iP'^. 

'ir„  esl  invari;d)h'  par  les  )t  puissauees  de  la  eauouiijue  il  =  |  ;     zz\ 
^pDô  _-  ,^   qy[  consliluenl  le  groupe  S,,. 

F^cs  -N  Iransforniées  de  (r„  par  les  >«  =  «X  suhsiilutious  d<'  S  se  ré- 
duiscnl  à  //  seulement,  savoir-  |  a  =  o,  i ,...,//  —  i  | 

"•a  =  ilf'- 

Toutes  les  w^  sont  distinctes,  car,  si  o'^t^  «v^,  on  aurait 

tl^  \il,^  =  consl.       (  n"  'i'2,  lennne  |\  ). 


|8S  !..     AUTONNK. 

('.li;u|iii'  Milisliliilion  do  S  prodiiil,  cnlro  les/*  lillios  iv,,  un  ccrliiiii 
ili'pliUi'iiiiMil  dont  l'cnsoinblc  coiisliltio  un  groujn'  V  cnliv  /i  lolln-s 
l'vidoninitMil  isomorplio  à  S,  à  F  o[  à  1"  . 

.le  dis  <|ue  riiémicdrir  n'cxislo  pas.  11  cxistorail,  en  cHcl,  alors 
dans  S  un  groupe  J  laissant  fixes  toutes  les  n  quantités  «-,  =  r/^^;  U 
laisse  <i„  fixe  et  3  est  contenu  dans  S„.  J  est  permutable  aux  4^  de  S, 
ce  (pii  est  al)surde  ('Icniini'  III  du  11"  lî)"):  riioloôdrie  est  forcée. 

îiîi.  Je  dis  (pie  les  doux  gioupcs  V  cl  F",  dr  mrmr  di'grr  n,  iso- 
iHuiplics  .sans  hcmicdric,  sont  identiques,  c'est-à-dire  dilTèrent  uni- 
(piement  par  le  nom  des  lettres  déplacées. 

La  proposition  devient  évidente  si  Ton  suppose  F  construit  sur  les 
//  lettres  q'  An  n°  17  (c'est-à-dire  sur  les  q  dilTéreminent  numérotés). 

En  edet,  prenons  les  substitutions  correspondantes  U  de  S, 
.•a  =  (^■,)(. . .). . .  de  F,  .■a"  =  («„)(...).. .  de  F",  puis  les  subslilii- 
tiniis  correspondantes  .s^'.  !i\,  !3'  de  S,  F  et  F".  On  a 

yi^^aMyi-J     (""  '"•  '"./'"'">• 

cf.  =  Sl'[d,]     (ir'21)  et  n,3^^f^ 

donc 

ti,  =z  {q\/^... )(...)...,  !ri;  =  (U-„0-,... )(...).... 

l'renons  maintenant  dans  F  <l  F"  deux  correspondantes  quel- 
conques ^  =  (q'^q. ...).. .  et  it  .  .1''  vais  montrer,  et  cela  sulTit,  i[ue 
Z'  =  ( Av,a-,^. .  .^ Or 

S,«l6s'  =  ('-/;,)(...V..  =  .'a' 

el 

l)'<)i'i.  par  isomorpliisme  lioloédii(pir. 

C.     i^».      t.     I>. 

Aiii.-i    F     pcninilc   les   u-,,    <li'    l.i    iiiriin'    Liroii    qiir    F   prinnilc   lr> 
.le  ne  parlerai  doréna\aiil  plu>  di'  F  .  iiiiii>  .-fulcnirnl  de  F. 
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26.   Ucvcnons  maintenant  à  récjuation  D  du  n"  23. 
Le  promior  membre  r)(«)  de  D  est  un  polvnonif  de  degré  N  =  // x. 
rii  n  et  de  dci^M'é  //,  \\  (  tr),  en  u-       //'''. 

Les  n  racines  de  l'écjnalinn  W  ,  \\  (u-)  =  o,  sont  l'-vidcninicnt  les 

«-,:.. e. 

w   rsl   iiiV'ilii.liljlc  (l.'s  <|M.'  I)  r.'sl.   lui  cll'cl,  si 

\\\^v)  =  W(/r^^)  =  !)(«) 

adiiiclliiil  11'  |i()l\  iKMiir  ralioniH'l  <lMn  )  [luiir  diviseur,  D(  //  )  aduielliail 
le  di\iseur  ralionnel  tl>(w'^'). 

.le  dis  <[uc  l<;  groupe  {au  .si-ns  dr  dalois)  dn  W  est  piccisciucnl  V 
(c'est-à-dire  Y")  (n"  2o  ). 

Si  ']/  et  y  ont  même  sijïniliralion  quau  n"  2i.  ou  aura  i-ncore 

•|(U'„,«-,,  ...,iv„_J  =  ysu,.), 
!•[  Il-  laisdnucuirnl  sacin'M'  (oninic  au  ii"  2i. 


louiours  MUi 


27.    (  )u  a  \u,  au  u"  20.  que  o-,  =  \^^^  4-  '^  ^'  est  U 

foncliou  ratiduuelle  et  à  coefficients  rationnels  ^{J^a)  di'  ./■,.  .le  dis  (|ui' 
rrripro({U('niciU  x\=^  X(a'a),  \  l'Iant  de  même  nature  (|uc  :. 

<  Idusidérons,  en  eflet,  les  deux  i''(|uati()us  eu  .r,  //,^  du  /"(./•)  :^  o 
et  «•  --  ?('t')-  L<1  résultante,  de  degré  n  en  «',  est  évidemment  W  .  .le 
dis  qu'il  n'y  a,  sous  le  bénéfice  de  W,  qu'une  seule  racine  x  conunune 
îi/(x)  —  o  et  ?(x')  —  w  =  ().  S'il  y  en  avait  deux,  .i\  et  .rp,  on  aurait, 
pour  une  même  racine  «v  de  la  résultante  W  , 

.r,  =  ./f  =  ^(.r,)  -  ^(rp)  =  «-p  =  df-  : 

'/p  I  '/.!=  const.,  ce  (jui  est  absurde  (  n«  22,  lemnie  IV  ).  L'unicpie  ra- 
cine commune  s'obtient  par  des  procédés  rationnels,  et  l'on  a 

x  =  \(w),  X,  r^  X(«',)  =  X.. 

Journ.  de  Math.  ('>'  série),  lomc  VI.  —  Fasc.  II,  lyoo.  2J 


I()0  L.     AITONNE. 

28.    Li'  f^ioiipi'  ("i  ili'  l'i-fiitatiou  //„  rsl  pi-ri-isi-nn'nt  V. 
Soit  '■{'(■fffl,  -t'i ,  •  ■  -,  ■<■„  ,  )  une  expression  lalioiiin'llc  |iar  rii|i|iorl  aux  ./■ 
el  à  coefficients  rationnels.  On  aura  lidentilé 

•}(-'-o-  ■'• )  =  'h^^o,  N^ )  =  /.("'o.  "'m  •  •  •)• 

Si 'j/  est  ratioMMi'lIciMent  exprinialile,  il  en  (^sl  de  iiirnii'  pour/  el 
réeiproqneinenl.  I'  est  le  groupe  de  \N  ;  pour  que  y  soit  rationnelle- 
ment exprinialile.  il  faut  et  il  suffit  cpie  y  soit  invariable  par  les  suhsli- 
tiitionso-de  V.  ()[)érer  une  c  dans  y  entre  les  ir,  c'est  opérer  aussi  7 
dans  ■.[/  entre  les  r.  Donc  F  est  aussi  le  s^roupe  de  /*„. 

Il  vient  ainsi  le  llicorcme  fondamental  de  toute  la  présente  théorie  : 
Toute  anliannonif/iic  h„  a  son  groupe  G  isomorphe  sans  lirniirdrir 
à  un  groupe  S  de  subslilutions  linéaires  fractionnain's. 

S  est  d'ordre  fini  et  aj)partient  à  l'un  des  cinq  types  de  \l  M .  .loidan. 
Klein  et  Gordan. 


CHAPlTHi:  IV. 

f.QlATIO.X    L);    rOLV.NOME    RÉIHIT. 


*1S).  Je  suis  uiaiiiti'iiant  .1  iiii''Uie  de  préciseï'  la  iialiiic  du  urouiic  (1 
el  du  sous-j^roupe  (î„,  ce  dernier  composé  des  subslilutions  (.t„  )(.. .  )  — 

(i„,  étant  correspondant  à  S(,,  provient  des  K^  puissances  de  la  sidj- 
slilulion  11  correspondaule  à  W. 

Ueprenons  la  formule  du  Cliapilre  1  : 

(.) 


<'o—  i\)7,- 


où  Co^c(.fo),  qi=qni  (11"  II),  ij  est  racine  de  l'eipialion  binôme 
t"|,"  —  i2('<'o)  =  "  ^t  ''t"  ré(pialion  binôme  irréductible  V ^  du  u°  8. 

enfin  )ï,  =  m  /n  (  n"  l(>,  in  Jim- )^  //<=  entier. 
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\  „  osl  laliniiiicllc.  .le  \iiis  iiiDiitrcr  que  X^/>;  jtai'  siiili",  li.'s  i-'^.i- 
lilrs  dX,  =  ni  in,  m  =  fir  (Iniiin'iil 

rm'  =  I ,  /•  =  m'  :=  i ,  sz,  =  m  =  p. 

."().  Adjoignons  (au  sens  «le  (ialois)  ./„  à  //„;  (1  so  irdiiil  à  (!„  ri 
ri''(|nalion  1'^,  à  rocl'liclmls  la  lionne!  s  cl  ii  ri'duilihli'  possède  un  jii'onpe 
transi  lit' Y- 

Si  X  est  racine  piiinilive  ///'"'"de  Innilé,  ij.z:^'/S  est  lacino  primi- 
tive/>'"'".  Les  p  racines  de  1'^,  son! 

''»»=f„i       e„,=  u.e„.        e„,=  a'r„ fo.p-,  =  a''  '  c.,. 

.le  dis  fjue  y  est  ronstlliu-  par  les  p  j>iiissanri:s  de  la  sulistiltilion  rir- 
lulaiii' 

Soil  en  ell'et 

~'=  ('■„«*•„»••  •)  ('"op'^op-  •  •  )  (.••)■■■ 

une  suhsiitulion  (|ueleon(ine  de  y.  -'  ne  cliani;-e  ])as  la  valeur  \jj'  '^  du 
(|notient  i  ,;r.  ''„a-  Uonc 

1^'—  a'EEEi-^  —  a  (uiod//). 

j3'— P^sa'-- aEEE/»  (inod/n. 

P'^  P  -H  /.-,      a's^  a  +  /,  (  mod  // 1. 

-  ajonle  aux  p  indires  le  niènie  iKunhre  /,   e|  e>i  une  puissance  ::* 


(le  -. 


>oienl   ,.  ,  -   ....  les  divers<>s  puissances  (|ui  inleivieuuent,   c  le 

plus  grand  coniuiun  di\  iseur  des  /,-.  /, o  |,.  plus  -raiid  coini'uuu 

diviseur  de  p  <'l  de  p.  y  sera  eoiisliliiée  par  les  C  puissances  de  r.K  <pii 
ainèneronl,  A  la  place  de  i„„,  ^'racines.  Comme  y  est  transilif,  il  l'aul 
avoir  o  =  i ,  p  premier  avec  p  et  y  conslilué  par  les  p  puissances  de  -. 
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ôl.  Dans  la  tonmilo  (i )  du  11" 29  il  pcul  ariivor  (cas  de  la  socondi' 
caléfjforic,  inciitionno  au  Cliapilro  I  )  (ju'un  des  ^r,,  q,  par  c.vcniplc. 
soit  zéro,  .r,  est  alors  rationnel  en  .r^  et  toutes  les  substitutions  de  (î„ 
sont  de  la  forme  {x„)  {x ,)  {. . .) Les  M(M  =  «  — i  dans  la  pre- 
mière catêsïorie;  M  =  //  —  ',>.  dans  la  deuxième)  </,  (pii  ne  sont  ni  unis 
ni  infinis  sont  fournis  par  la  formule  (n"  9) 

( I  )       7,  =  .i^A  A*.  //  =  o.  I ,  .  .  . ,  .y  —  r ,  A  =  o,  I ,...,///—  I  ; 

},"'==  1 ,  M  =  m.s-,  m  =p/\ 

Divisons  liMilirr  /,  pur  l'cnlier  /■;  nommons  f/  le  reste  et  /  Ir  (pio- 
lienl  :  on  aura  /.  =  //•  +  (/  et  la  f(Hiniilc  (1  )  devient 

iV,u-'A''.         1JL=>-',  u-''=i; 

on  1^=1,  .  .  .,/).  Réunissons  dans  un  même  système  X,,  les  ./;,  pour 
lesquels  le  y,  eorrespondanl  comporte  une  même  valeur  pour  i^'/,'/^''. 
il  \  aura  /.s  svslèuirs  \^,  puisqui-  l'expression  .if/iV  a  /'.y  valeurs,  et 
clia(|ui'  svstème  comportera  p  racines,  distinguées  entre  elles  par  les 
/)  valeurs  de  l'exposant  /;  c  =  o,  1  ,...,/•«—  i . 

Si  entre  les  /;  racines  de  l'équation  hinome  V^  (n"  50),  j'encclue 
la  substitution  -,  y,  se  multiplie  pai-  a  il  lindice  /  saccroil  dinn' 
unité.  11  se  produit  entre  les  ./■  une  substitution  nr,  (pii,  laissant  lixes 
li's  r.s  svslèmes  X,  j)ermute  circulairement  les  p  racines  d'un  même 
système  X  ;  rrr''  =  i . 

Je  dis  que  (î,,  rs(  coiisliliK'  par  Irs  p  puissa/tccs  ilc  cr.  aulreuient 
dit  CT  est  la  substitution  H  du  n°  29. 

En  vertu  de  la  formide 

.f,  =  .r„  H ) 

'■0—  CoV, 

cl  di'  l'adjonction  de  x„  à  //„,  on  j)eut  écrin^ 

*•,=  l'X^'o)  =  ï'X*'oo).  I^  rationn.-il.'. 

Toute  fonction  y^-x',,  . . . ,  i'n  ,  )  rationnelle  de  .r,,  . . . ,  .r„.,  cl  à  coeffi- 
cients   rationnels   devient    uni-   fonction  analogue  /(c^^)   de  la  seule 
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laciiii-  r„  =  i„„  (le  I',,  Oi"  ."ÏO  ).  U(''ci|)iO(|ii('iiiciil  les  racines  t',„  de  I*,, 
sont  ralioiiiicllcs  en  ./■,,  ....  /„   ,. 

ElTecliiaiil  dans  le  second  iiii'inl)i<'  di'  l'id'iitili'- 

■}(x',,  ...,.f„-,)  =  -/,(('„o)» 

la  siil)>lilutiiin  ;:  du  i^ioiiix-  y  de  l\,,  on  iUrclui'  dans  le  preniici 
inendire  de  i'identilé  et  cnlre  les  x,,  .  .  . ,  ./.„  ,  la  snhslhnlion  ni,  et  ré- 
|)r()([ncinent.  Si  ■]/  est  invariable  pai-  ct,  /  esl  invaiiahlc  par  -,  e'esl- 
à-diir  lalioniicilc,  |iiiis(|iie  le  grou[)C  y  ( n"  .">())  ili'  1'^,  in-  coiiuncnd 
(|nr  les  |Hiissaii(es  île  -.  .j>  esl  rationnelle. 

lu''(i|)io(|iicnienl,  si  •]>  esl  rationnelle,  y  l'csl  anssi;  y  esl  invaiiable 
paf  -  et  'yi  esl  invai'iable  par  rr. 

(i„  esl  conslilué  par  les  p  puissances  cb;  îô  et  m  est  préciséunni  "U: 
Jt,  —  p. 

."'2.    11  di''C()uledo  li'i  plusieurs  conséqueiUM^s. 

\x  iKuidin'  /' (l<'i;rr' de  fécpialion  Innoine  irrrdmiilili'  ef^  —  \„=() 
esl  Ir  nirnii'  poiii' lous  Ics  indices  (),  r ,',,...,//-  i ,  conlraiieineiii 
à  riivpollièse  i^rovisoiie  du  u"  M). 

Nous  avons  vu  fn"  *2Î)  )  (pic,  si  x  =  />,   .)î,  ^  m  =  /j. 

.le  dis  (pie  la  siibslilulion  1*]  '  =  |  -,  z -^  e  \  iiilrodiiile  au  n"  lî> 
pour  rendre  11  eanoiiitjue  esl  inutile. 

('  osl  déjà  zéro  ])oiir  m  ^  \ .  Or,  pour  m  =  J ,  p  =  i  et  W  est  eaiio- 
uirpie  cniuiue  se  n'^duisaiil  à  riiiiiti'-,  puis(pie  Fordri'  x,  de  W  si^  n'dtiit  à 
I  niiil(''. 

.le  SMj)|)osrrai  (l()!(''ua\aiil  \\  eauoui(pie. 

.","».   l>"éi|ualioii  I  >.  D(m)  ==  o,  du  n°  25,  a  pour  racines  les  \  ipianlilés 

iij  =  Sj  1 1/„  I ,  .v„  =1  ( 7  =  o,  1 ,  . . . ,  N  —  I  ), 

les  5y  clanl  les  i^  de  S.  Cela  nous  ptM'mel  de  construire  siirde-cliaiup 
celle  équation  D. 

On  sait  que  loul  f;roupe  linéaire  t'raclionuaire  S,  d'ordir  Uni  N. 
possède  un  invariant  absolu  W{z).  Je  nomme  ainsi  le  (|uoliiMil 
^F(;:)  =  'j/(s):o(-)  de  deux  polynômes  'ji  et  ^  dont  ruu  au  moins  c-t 
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(lu  (lo^Mo  N  ]iar  rappml  à  rinili'lonniiH'C  -  cl  raulrc  n  un  dcf^it'-  ('jinl 
un  inforicnrà  N;  loscocflirionls  dos  deux  polynômes  ?(tiil  ininii''ti(|nos. 

M\:)  possède  la  double  propriélé  suivante  : 

(]'csl  un  invarianl  absolu  vis-à-\is  de  toute  4^  de  S,  eireelnre  sur  r: 

Tout  invarianl  absolu,  vis-à-\is  les  '^  do  S,  est  une  fonction  lalion- 
nelliMle  M'.  <  >ii  lioMvcia  an  Tome  XII  i\cs  Malhema/isr/ir  IiiikiIcii. 
p.  i(»S,  la  liste,  diossér  par  M.  Klein,  des  '^I*  afférents  aux  (inq  l>p<'s 
de  1,'rnupes  S. 

.le  ne  considérerai  pas  comme  distincts  '*!'  et  I'(M'),  P  étant  une 
>id)slitutiou  linéaire  fractionnaire  ([uelroncpic  à  eoeflicients  nnnié- 
r  i(|Mcs. 

r»i.  Soit  /•„  une  (jnantilé  (pieleonquc  L  équalion  de  dryic  \  ijui  a 
poui-  racines  les  transformées  ■Sj\i\,  \  île  /„  jiar  les  snl)>litulions  s,  de  S 
ly  =:  (),  I X  —  I  I  pouiMii  séci'ire 

M'(r)n=ir(/-„v 

lui  ellel  /„  ol  r.tcine  cl  l'écpialion  ne  clian!;i'  pas  quand  Ton  reni- 
place  ;  par.v^l-- |. 

Soil  //„  une  raciin'  de  l'écpialion  1)  du  n"  25:  1)  s'écrira,  en  vcrin  de 
ce  (pii  \ienl  d'être  dil. 

\\\,t)='^\\ii,). 
Mais  on  a 

M*("n)-MX//,  )=...=  T(//,_,) 

=  fond  ion  s\  inéiriipie  des  racines  di-  I  > 

=  fonction  rationnelle  des  coefliciiMils  de  D 

=  fonction  ralionnelh"  des  coefficients  A  (  n"  I  )  de  //„. 

\\\\  .■llel  (  11"  *1T*),  les  eoeflicients  de  1)  sont  lalionnels  pai-  rapport 
aux   V . 

lùi  résumé  D  s'écrira 

M-(>/)  =  T, 

T  élanl  une  expression  ralioiuirllr  au  sens  du  11"  I . 

.li».  L'i'(|ualion  I),  (pii  vient  d'être  coiislruile,  est-elle  iir.Mliiclible 
ccunme  l'cxi^'c  le  raisonnement  du  u"  24^? 
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()ui,  liirsqu'oii  ciivisaf^c  T(/ )  cDiiiiiK'  um-  \;iri;ililc'  ^iiii|ili'  <iii  une 
Ifllrc  uni(jiio.  Aiiti(,Mncnl  dit:  I)  nr po.ss()d<'  aucune  rdtiiic  coiiiinuin' 
avec  une  équation  D',  de  dc^ré  N''<  N,  qui  ail  ses  cui'jjficicnis  de  ht 
forme  fn(T)  et  qui  soil  irrèduclihie;  rrr(  T  )  (li'sii^iiiiiil  !<•  (|iioti('iit  «le 
deux  |K)lynomcs  on  T  à  cocfliciciits  iuiuk'tmjucs. 

Dési triions,  en  enct,  iiai'  //„ ,  n ,.  // .,  .  .  .  les  N'  iMciiics  de  I)',  iiiii  sdmI 
aussi  dos  racines  de  I).  <  )ii  auia  (  m"  .">.">) 

"/=  -v/l'/ol,  /=o,  I,  .  .  .  ,  N—  r, 

•sv  élanl  nin-  '^  di-  S,   .9,,^  i.   .Ii'  dis  (|iii'  les  s,  forniciil  un  txioupe  S', 

contenu  dan.s'^.  Il  sulTiia  do  montrer  quo  .yiAi' |  "n  1-  |>j»i- oxoniplo,  est 
aussi  racine.  Le  j;iou[)o  de  D'  élanl  transitif  conlii-ndia  au  moins  une 
substitution  t  =  (//„;/.  .  .  .)(«,«.,  .  .  .)(.  .  .),  .  .  .;  u.^  étant  la  racine 
que  1  fait  succéder  à  //,.  i  ne  rliani;e  pas  la  valeur  nulle  de  l'expres- 
sion Il ^  —  s,  [u„\  cl  11  vient 

o  =  u ,  —  y,  [  //_,  I  =  //.,  —  .s, .v.j I  //„  I  ; 

par  suite,  Vi.s.,!?/,,!  est  racine,  delà  posé,  D',  s'ohlieul  par  le  procéd(' 
(In  11"  ."Si  et  séeril 

W\u)  =  T'(/), 

W  étant  l'invariant  absolu  do  S'.  On  aurait,  [>ar  livpnllièse, 

T'=n.(T), 

c'est-à-dire  une  égalité  co  à  coeflieieiits  numériques  : 

H-\u)^n,\r(u)\. 

(xi  n'est  pas  une  équation  on  u,  car  elle  admettrait  pour  racines  colles 
de  I)',  (pii  seraient  alors  des  constantes.  (]ela  est  impo.ssiblo,  car  il  y 
aurait  des  d^  constants  (n"  22,  lemmes  H  et  III).  Donc  to  est  une 
ideiilili'.  delà  est  encore  absurde,  car  U"  est  l'invariant  absolu  de  S' 
seiilcnicnl,  tandis  que  nj(*F)  est  invariant  absolu  pour  S. 
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Par  contre,  en  parlicularisant  T,  on  drtrnit  facilement  l'irrétlucli- 
hililé  fie  IX  Voici  îles  exemples  simples  de  ce  fait  : 
Nommons  0^  la  canonicpie  j^  dOrdre  /•. 

Prenons  S  cirenlaiie  et  dérivé  de  0^,  M'(-)=  -^  ;  I)  est  //^ —  F  =  o. 
1^ 
n  est  rédnctihie  si  T^  =  rationnelle,  p  étant  un  diviseur  de  N. 

Prenons  encore  S  pyramidal,  en  combinant  0^,  N  =  2M,  avec  la 
substitution  !  z     :~'  |.  On  a 


I  )  s  écrit 


r(z)  =  z''+z\ 


et  devient  réiiuctible  dés  cpic  (T-—  'i)"=  ralionncdle. 

Dans  le  présent  Mémoire,  je  Imilriai  toujours  T  couimc  une  va- 
riable simple  et  D  comme  irré-ducliblc  .le  réserve,  pour  un  I  i^nail 
ultérieur,  la  discussifiu  îles  écpialions  I)  rc-iluetibles  et  des  anliaruio- 
niipu's  //„  dé<^éiiérérs,  (|ui  preuneut  alors  naissance. 

5().  La  construction  elTectivc  du  polynôme  i('-duit  { n"  18)  ne 
présente  pas  de  diUieidli'-.  Soit  y„  une  racine  du  |)ol\nome.  y„  est 
invariablt"  par  la  subsliliilinii  \\  rt  y„  rsl  uuméii(pieuient  déterminée. 
I,cs  "\=  np  ipiantités  VylyoJ  se  réduisent  à  n  distinctes  dont  cbacune 
isl  r(''pétée/>  fois,  l/éipuition 

■l(/n  :  o(  y )=  ^(7)=  \f( 7„ )-■;(>/„ ^  :  s(7„) 

a  //  lacines,  chacune  avec  le  ilej^ré  /;  i\i'  niull ipliciti'-.  F.e  p(ilyno!ue  en  y 
de  dej^M'é  N 

■■l'Wo)       ?''7o) 

est  la  puissance  p""^^  exacte  du  pois  nome  réduit,  lri|iii-l  se  trouvera 
ainsi  consliuil. 

Nous  a%on>  |iiis  l\  cainiui(|ue,  d"où  fj„z=x,  mais  le  raisoiuiemenl 
est  indi-p<  iidaril  di'  la  canonicité  de  U  ;  il  suflil  t\\u-  Il  |  y„  |       y„. 
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CHAl'lTHE  V. 

NAIIIIE    IIR    l.'lRBATIO.\.>AI.ITÉ    POIR    LES    RACINES    l)K    I.'aMIARMOMQIE. 


37.  Les  n  racines  ./■,  de  ri''([ii;ilinii  aiilMniHiiii<|ii<'  //„  ont  t'Ic  6i"  27) 
exprimées  ralionnellonieiil  au  iiioyeu  des  n\,  c"(^sl-à-diie  d'une  fiin-l- 
conqiie  des  racines  Uj  deré([iialion  D.  La  nature  des  irialionnelles  ./•, 
est  lliéori(|uenient  coniuie,  puisijue  D  vient  d'être  construite. 

Mais  je  ne  m'en  tiendrai  pas  là.  Je  mctliai  les  ./■,  scnis  une  forme 
tellecpiela  constaiici'  du  i;i|i|miiI  anliarni(>ui([iii'  di' ipiatrc ./;,  deviendra 
évidente. 

Reprenons,  à  cet  eil'et,  les  tornades,  d(''jà  lant  de  fois  considérées, 

Ja  c^  Ca  sont  des  fonctions  rationnelles  de  n\=  r/'^  (n"ii7j,  puisque 
(n"  32)  X  =  />,  d^  =  r^  :  i„   puisque  c  =  0(0""  32  et  20).  On  écrira 

x,=  ^d':),       c-j  =  -Ç(cf>;) 

et 

"a       '/ai 

Le  rapport   anharmouicpie  de  quatre   ./;•,   est  évidemment   constant, 
puis(jue  c'est  celui  des  ([uatre  constantes  y,,  correspondantes. 

38.  La  fonction  rationnelle  F(X,  Y), 

F(X,Y)=^(.V)  +  r(\>)^-y, 

des  deux  indéterminées  \  et  Y  possède  une  propriété  inqiortante,  qui 
servira  pour  la  construction  elTective  de  F. 

Joiirn.  de  Math,  (h'  scrif),  lotiie  VI.  —   1-asc.  H,   h|oo.  2G 
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Soient  : 

//   une  racine  (|iieleoni|iie  de  li'qiialion  0  (  ii"  20  ); 
y   une  nieiiie  (|uele()ii(|iie  du  |n)l\  nmnc  réduit. 

\.,\  |>ri>j>riété  sij;iialéc  est  celle-ci  :  I.'c.rpn-ssion 
F(  //,  y) 

possède  rirnarid/irr  (ihsolur  vis-ù-vis  de  loiili-  j^  df  S,  e/f«.cluéc 
sIMl■LTA^■ÉME^T  sur  u  et  q . 

La  proposition  est  évidente  pour  la  canonique 

R  =  |.-,  p.-l,  .="=.. 

S  dérive  de  H  et  des  //  substitut  ions  ,s,  (  n"  17V  II  suffira  de  démon- 
trer l'invariance  de  F(«,  q)  vis-à-vis  des  n  substitutions  s^. 

39.    On  peut  toujours,  pour  un  choix  convenable  des  entiers  /  et  a, 

poser 

u  =  z'd^         (n"21). 

Vax  vertu  de  ce  qui  vient  d'être  dit  et  par  rinterveulion  de  \\  '. 
V(„,  q)=V(p'd,,  q)=--F{d,,  f'q). 

On  peut  toujours,  pour  un  choix  convenabir  i\r  lindicc  /',  poser 
z  'q  =  y„,  puisque  Lt  substitution  R  permute  simplement  les  termes 
du  système  Q  (n"  11);  alors 

F(«,  q)  =  F(f/„  q^i)  =  7a[7a,]  ^  Xi, 

avec  nos  notations  habituelles  (n"57). 
1/indice  ^  étant  (|uclcon<|ue  on  a 

-s,[//,]=S(,fr/(,|  (n"2l>, 

d,  =  s;.' Sp[d^l        <7„  =:  .s,'  5(,[yp,], 
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Mais  iiiissi  (  ti"  57) 

F(«,  f/)=ii=  F(r/p,  7?,)=  7pfry.,,| 
et 

F(^'f(i,  7p,)  =  'm  >^l' «;4'';i  I'  •"'ï' '"^;' I y;*'  I '• 

( '.liMii^pons  a  (Ml  [3  rt  rc'cipr<)(|iiciiit'iil 

1\U,  q)  -.  F(^4,  7a/)-=  1' (Tp|V/,  |,  T;,f7„  I),  Tp-  83'S,. 

I/inviirianco  de  F(//,  7)  est  fli'iiioiiliée  vis-à-vis  du  j;roii|je  S'  d<Mivé 
de  R  et  des  Tp.  Or 

T„  r=  Sa .  -sp  =  S, Tr-  '  =  T„  T^  '  , 

S'  coïiR-iflc  avec  S,  coiuiiie  déiivé  aussi  de  R  et  des  -s. 
La  proposition  du  n"  58  est  coniplètenieut  rtalilii'. 

-iO.  Le  théorème  subsiste  évidemment,  quand  on  pose  u  =  M[il\, 
y  =  M|rJ,  M  étant  une  substitution  linéaire  fractionnaire  quelconque, 
et  quand  (iii  ciixisa^e,  au  lieu  de  S,  le  groupe  M^'SM.  Un  calcul 
siinplt"  montre  ipie 

F(>/,  y  )=  F(M|  il  |.         \l|-^])  ^  1>  X  (^^:^^  -h  q), 

P  et  Q  étant  rationnels  en  il,  sans  contenir  r,. 

Je  choisirai  bien  entendu  M  de  façon  à  mettre  S  sous  une  l'orme 
simple,  celle  de  MM.  Jordan  et  Klein,  par  exemple,  car  S  a  été  pris 
jusqu'à  présent  sous  une  forme  très  particulière,  celle  où  la  substitu- 
tion R  est  canoni(pn'. 

41.   Soient  donc  : 

le  groupe  S,  mis  sous  forme  llou^(>ll<'; 

^"(r)  son  invariant  absolu  (n"  55); 

U''(i2)=  T  l'étjuation  ^^  (pii  remplace  rt'wpialioM  I)  du  u"  5i; 

H(r])  le  polynôme  réduit,  construit  comme  il  est  expliqué  au  n°  56; 

Y],,  i  =  0,  I /'  —  I ,  les  //  racines  du  polynôme  réduit  H,  avec 

ry,=  Mh,|; 
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Q  =  Q„  =  M"'  I  '/„  I  la  raciiio  do  W  qui  correspond  à  la  racine  w„  —  (l„ 
dcD. 

L'égalité  (^n°  57) 

•r,=  <T4ry„,  1=  ^o|//,J  =  •'•«+  ,-|77^1^  =  P'("ni  7-) 
devient,  en  vertu  de  ce  qui  a  été  dit  au  n"  iO, 

Je  vais  construire  directement  P  et  Q,  en  ni'appuyant  sur  le  théo- 
rème du  n°  38. 

42.   On  a  (  n"  1  )  V  a-,  =  o  ;  donc 
L  étant  ralj^orithnie  du  logarithme  népérien,  on  a 

H'  étant  la  dérivée  du  polynôme  réduit  II. 
Ainsi 

o  =  - "'("1, 
^  «H(L>) 

Knfin 

-43.   l'osons  12'  =  .v|  Q  |,  y),'  =  s  \  r,,  |, 

/   a      II    \ 
'    t;      ^/   ,' 

étant  uni-  sulislitulioii  (picIcoMipie  ^dc  S. 
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En  vcilii  du  llu''Oiriiio  du  ii"  58, 

((Ù\r;,)  ^  ((iî,T,)  =  V(0.')r;,(Q',r',). 

Soient  \  ot  Y  deux  indétriniinrcs  ijuclconques,  avec  X'=.9[XJ, 
Y'=:  'VJ^  |;  ou  aura  |)ai' uu  calcul  facile 

X'=  (oX  +  />)[to(X)|-',  co(X)=  rX  -hr/=  to, 

La  suhsliluliou  .v  ne  fait  que  permuter  enseuihlc  les  /t  racines  de 
H  (ï]\  donc,  L  étant  toujours  le  logarithme, 

H(y]')  =  [w(r,)|  "KII(r,),  K  =  const.,  y]'=.s[y]]. 

f      ,     ^l.,  ril'(T,)  ne   1 

Bref,  sous  le  bénéfice  des  calculs  ci-dessus, 

^V^'  "-  )       X-Y        rtH(X) 
devient 

nT(X',Y')  =  [a>(X)pGT(X,Y). 

Enfin,  la  relation 

P(Q)  rrr(a',  r,,)  =  P(Q')[o.^O)J^r.(Q,  y,,)  =  V(ii)r,(Ù,  tJ 
donne 
(i)  P(Q')  =  (cù-hd)-'P(0.). 

44.  Soient  P(Q)  et  P,(Q)  deux  expressions  satisfaisant  à  la  con- 
dition (i).  Le  quotient  P,  :  P  sera  invariable  par  toutes  les  substitu- 
tions 4^  de  S,  donc  P,  :  P  est  une  fonction  rationnelle  de  l'invariant 
absolu  ^'(")  '^^  ^-  O"")   ^  est  une  racine  de  l'équation  \V  (n"  41) 
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ir(û')  =  T=ratioiinoll.-:  P,  :  1*  =  f  =  rationn.llf  ;  l>,  n.Mlillorc  do  P 
([HP  p;ir  un  facteur  latiouiicl  c.  Snjiprimor  ce  facteur  c ,  c  est,  en  vertu 
de  la  formule 

•^'-Mi-»[u_^,        /.H(u)J' 

nHilli|ilier  tous  les  ./■,  par  un  facteur  lationnei.  Celaest  indinV-rent  (  n"  I). 

Il  suflira  donc  d'obtenir,  dune  façon  quelcoïKpie.  iifii-  sru/r  fonc- 
tion P(  Q)  satisfaisant  à  la  condition  (i)  du  n"  iô. 

Noiumons  M'  la  dérivée  de  rinvariani  absolu  W.  On  aura 

yi\ù')  =  ^-(ii),         H-(i2')  =  T'(i2)g, 

w(a)  =  W'(ù)(cQ  -f-  (If. 

Il  suffit  de  poser 

45.   L'expression  définitive  des  irrationnelles  .r,  sera 

avec 

■»r(a)  =  T         et         H(r,,)=ro, 

M' étant  l'invariant  absolu  et  H(/",)  le  polynôme  réduit  du  jjrroupe  S: 
ir  et  ^'  sont  les  dérivées  de  H  cl  de  W. 

Notons   que    la  fonction    rationnelle  f(\,  "^  )  des  ilei/.r  ar^u- 
nient.s  \  et  Y  est  à  coefficients  mmériqi  ks. 

i6.   Considérons  l'expression  t(i2.  yj)  où  il  et  r,  sont  des  racines 
quelcontpies  de  \N  et  du  |)olyiiome  réduit  n-spectivement.  On  a 

Q=:.vja„|  et  r,  =  .v,|r.„|, 

s.  et  .V/ étant  deux  '^^^  de  S,  Va\  xcrtu  du  tli('-nréme  du  n"  ."ïS.  il  \iiMKlra 
à  volonté 

fiil./,)  --  f(.v,|i2„l,.sv|v,„|)       f(Q„.  .v7'.sv|r,„|). 
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OU,  (11'  llirilli-, 

f('12.r,)..f(.vr'.svfa,|,r.„). 

Toutes  I(.'s  // N  sjiK'urs  |)os.sil)k;s  de  f(Q,r,  )  s'ohliciKlronl  donc,  soil 
en  associant  à  une  racine,  arbitrairement  choisie  une  fois  pour  toutes, 
de  \\  ,  suceessivenieiit  les  //  racines  du  polynôme  réduit,  soit  en  asso- 
ciant à  une  racine  du  polynôme  réduit,  arbitrairement  choisie  une  fois 
|Miui   toutes,  successivement  les  N  =  np  racines  il  de  W. 

Le  iircmicr  proci'-fh''  fournil  les  n  valeurs 

./■,  —  t'(  i2„,  rj,)  (  /  =  (>,  I  ,.,.,/<  —  I); 

le  second  procédi'  lnuiiiit  les  iN  valeurs 

f(".vr,o)         (y  =  o,  i,...,.N-,,. 

Ces  n  valeurs  se  réduisent  à  //  distinctes,  chacune  étant  répétée /?  fois. 
En  eflel,  eiïectuons  dans  f(i};,r,o),  sur  Qy  et  /]„,  simultanément 
les  p  substitutions  de  So-  La  valeur  de  f  ne  change  pas,  ni  /,„,  taudis 
que  Ùj  est  remplacée  successivement  par  p  —  i  autres  racines  de\\'. 
Nommons  s(--)  Finvarianl  absolu  du  groupe  So.  f(ii,  "'io)  c^t  "ne 
expression  rationnelle  ;iK(  C.  Tj,,  ).  Les  N  substitutions  de  S  donnent 
n  expressions,  'Co>  •  •  ■■>  Ci-i-  Les  n  valeurs  distinctes  de  f(Q,yjo)  sont 
fournies  par  le  Tableau 

^""^-CC-^lo)  (<  =  0,   I,  ...,//   -  l). 

47.   Si  l'on  élimine  il  entre  les  deux  équations 

T(i2)  =  T         et         x'  =  f(0,r^„), 

la  résultante,  qui  est  en  ./■  du  degré  i\  =  iip,  aura  pour  racine  y;"'''* 
cliacuni-  des  «quantités  ^•,  =  3IL  (!I,,ï]„)  etsera  la  puissance /j'""™*  exacte 
du  polynonu'  f{x),  premier  membre  de  h„.  Ce  dernier  se  trouvera 
ainsi  construit. 

•48.    \a\  ré.sumé,  toute  équation  auharnii>niqac  prut  n'écrire 
/(.r,T)  =  o, 
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OÙ  f  rsl  un  polvnonii'  à  ror/firimls  nunirrirjtirs  cl   T  une  foiirlioii 
uniqui'  (Ir  la  variable  t,  ralionnclle  au  srii.s  du  n"  1. 

La  structure  du  polynonio/nc  dépend  cjue  do  la  nature  de  S  et  du 
choix  de  la  substitution  H  dans  ce  5J:rou])c  S. 

Le  genre  de  la  relation  algébrique  (jui  lie  x  et  T  est  éviflcnunenl 
zéro,  puisque  ;c  et  T  s'expriment  rationnellement  à  Taidc  d'un  même 
paramètre  iî 

.r  =  f(0.  r,,,  ).  T  =  ^r(Q). 

Si  .r  et  T  sont  rnidniiinT  ri  l"al)scisse  fl'iin  ])(>int  dans  un  plan,  la 
courbe  /"=  o  serait  intéressante  à  construire,  mais  ces  recberclies,  que 
j'ai  cs(|uissées  dans  ma  Note  du  i3  février  1899,  seront  mieux  à  leur 
place  dans  une  pulilli  alinii  ulh-rieure. 


CHAPlTIiL  \L 

CLASSIFICATION    DES    ANll AUMoMyl  ES. 


4-9.    <  )ii  sait  (|iir  Ir  giDiipc  S  liiiéaiic,  fiactioiinairr,  d'ordii-  liiii  \, 
appartient  à  l'un  des  cinq  types  do  MM.  Jordan,  Kloiii  ot  (imdaii. 
Voici  rénumération  dos  cinq  types: 

L  —  CmcLLAinn  ( Kiris//ifi/un^.<t<^^/u/)p('  do  M.  kh'iii  )  dérivé 
d'une  substitution  uniipu'  (■)  d  ordre  N. 

IL  —  Pyuvmiual  {Doppclpy^ramidi'ii^ruppc  àc}>{.  Ivloiii  ),  dérivé 
dos  doux  substitutions  0  et  î;  N  =  2///  ;  0'"  =  1 ,  £-  =  i  ;  £  '  0£  =  0"'. 

II L   —    Tclraédrique,    N  =-  12. 

IV.  —    Oclacdriquc,      N  --  24- 

V.  —    Icosaédrique,      N  r-  60. 

Je  renvoie  au  Mémoire  de  M.  Jordan  (t.  S4  du  Journal  de  Crrlh') 
pour  le  Tableau  dos  trois  derniers  types,  ot  an  Mémoire  de  M.  K loi  11 
( Malhrniali.sr/ic,  Annalcn ,  I.  \IL  p.  l'iS  )  |i()iir  la  lislo  dos  invaiianls 
absolus  ^r(  z)  alloronts  aux  ciinj  types. 
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.'iO.  .Il'  me  propose,  dans  ce  (]liapitrc,  d'examiner  jnsfprà  quel  point 
peut  «Hrc  choisie  arbitrairement  dans  S  la  subsliliition  li,  dont  li>s /j 
puissances  constituent  le  {groupe  S„;  N  =  ///). 

Si  yD  =  I ,  R  =  1  cl  S  appartient  à  l'un  queleoinpic  des  ciiu]  types; 
mais  il  n'en  est  plus  de  même  dés  que  /)  >  i. 

Je  rappellerai  (Chapitre  I  )  ipie  p  divise  M, 

M  =  /*  —  I  pour  la  [)remière  catéf^orie, 

M  =  rt  —  2  pour  la  seconde  catéf;orie. 

On  a  vu  que  la  seconde  catégorie  se  présente  (|uand  le  «groupe  G„ 
de  G,  qui  laisse  immobile  une  racine  .r„,  laisse  aussi  immobile  une 
seconde  racine  x,.  Alors /<  est  [)air  et  les  racines  sont  associées  par 
couples,  tels  que  x„  et  j;,. 

Quant  à  la  première  catégorie,  elle  se  présente  toutes  les  fois  (pron 
n'a  pas  affaire  à  la  deuxième  catégorie.  G„  ne  laisse  immobile  ((ii'une 
seule  racine  x„. 

Drs  que  />  >  i ,  S  «y?  peut  être  du  type  circulaire. 

En  eflel,  mettons  R,  qui  est  une  puissance  de  0  (n°  49),  sous  forme 
canonique.  Les  §„  (n°17),  qui  sont  aussi  des  puissances  de  0,  de- 
viennent canonicpies  ;  cela  est  absurde  (n"  19,  lemnie  II). 

51 .   S?  S  est  circulaire,  //„  est  une  équation  hinome. 
En  effet,  alors 

;,==i,      /,  =  N,      ^r^^.^^_.n^'Y,      ii(-o)-T/'-R, 

K  =  const.,  .r  =  f(.,  r,)^-^^  (^  -  ^); 

d'où,  par  un  calcul  facile,  puiscpie  z"  =  T, 

T    \-' 


5  ~  '  ~  y^^-'^  "^  T^ir,  ) 


ou  sim])lement  -_  =  x  (eu  égard  au  n°  1). 

Enfui 

K 

T  =  •'   • 


C.    Q. 


L'étpialion  binôme  est  bien  un  cas  particulier  de  l'anharmonique. 

Joiirii.  de  .l/((</i.  (.)■  série),  lonic  \  I.  —  l'iisc.  Il,  19.1,,.  2^ 
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.î'2.   Siip|)()siins.  pour  N  --  lui ,  (|ne  S  appartient  au  type  pyramidal 
et  dérive  de  0  cl  £,  avec 

0"'  =  i,  c^  =  i,  z  •0£  =  0-'. 

Les  \  substitutions  de  S  sont  :  i"  les  ///  puissances  de  0,  et  2"  les  m 
substitutions  Î0'".  /•  =  o,  r.  ...,///  —  i,  toutes  d'ordn- deux. 

I„i(|ui'lli'    prendrons-nous     pour    R  ?    Prenons    il'alidnl     H  =  0-", 

avec  p  =z  ~,  0  =  le  plus  i;rand  commun  diviseur  de  m  et  de  i,-^.  Mettons 

U  sons  forme  canonique,  0  sera  aussi  canonique.  Si  S  >  i ,  />  <[  w,  et  il 
y  aura  des  puissances  de  0  en  dehors  du  groupe  89;  ces  puissances 
de  0  seront  canoniques,  ce  qui  est  absurde  (n"  19,  lemme  II).  Si,  au 
contraire,  0  ^  f,  p  =  m,  ^  =z  o.m  =  np  =  nm  et  n  =  2,  ce  qui  est 
absurde. 

Il  faut  donc  prendre  pour  R  une  des  tO'^;  alors  p  =  2  et  ///  =  n. 

On  |ieul  choisir  l'ariiuinenl  :;  de  façon  à  avoir 

linvariant  alisolu 

T(r)  =  -."+-". 

Pour  la  première  catégorie,  p  ou  2  divise  //  —  i  et  //  est  impair. 
Pour  la  deuxième  caléfiorie,  2  divise  n  —  2  et  n  est  pair. 
Kn  résume  :  pour  p  >>  r  cl  S  pyramidal,  p  =  9..  n  rst  impair  poin- 
ta première  eatégorie,  pair  pour  la  seconde. 

Entre  les  n  racines  .ro,  ...,  .f„_,  de  A„,  G  dérive  des  deux  substi- 
tutions 

0  =  (o,  I,  :^,  . . .,  //  —  i) 
et 

î  =  (o)(i,  n  —  i)(2,  n  —  'i)  . . .,  si  n  est  inqiair; 

£  =  (  o)(/-)(i,  //  —  0(2,  //  —  2)  . . .,     si  «  —  2r  =  pair. 

i».".  Prenons  S  léiraédrique,  N  =  i2.  S  est  isomorphe  an  uM'ou|ie 
alterné  entre  quali-e  lellies:  S  eonlieiil  (le<  suli^-tilulions  d'oi'dre  2  on 
.3  seulement. 
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Foiiiioiis  le  'raMciiu  siii\;iiil  : 

N'  :=  pu  ■=.  la. 

I> 2  3 

Il 6  4 

n  —  1 5  3 

n  — 2 4  2 

Il  y  aura  mic  aiiliarnioniquc  n  =  6,  /)  ^  2  de  la  seconde  catégorie 
cl  une  anliarnioniinie  n  =  /j,  p  =:  3  de  la  première  caléj^orie. 

iW.  l'rcn<iMS  S  ()(ta<''(hi(|ii(' ;  \  =  2'|.  S  esl  isoinmphr  ;ni  groupe 
général  entre  (|iiaUe  Ifllri'scl  conlii'iil  des  snbsliluliims  (ididrc  \  au 
|)lus.  Donc  p  —  r<,  ou  3,  ou  {.  Ou  a  encore  le  Tableau  : 

N  zz. pu  HZ  24 . 

P ^  ^  4 

n 12  8  6 

n  —  1 Il  7  5 

n  —  2 10  6  4 

11  n'y  a  pas  (k;  //„  de  preuiièie  catégorie  et  trois  existent  de  seconde 
catégorie  : 

rt  =  12,  p  z^  2, 

«  =   8,         p  =  3, 

d5.  S  icosaédrique  est  isomorphe  au  groupe  alterné  en  cin([  lettres 
et  contient  des  substitutions  d'ordre  2,  ou  3,  ou  5.  On  a  le  Tableau, 
où  N  =  iip  =  Go, 

p 2  3  5 

n 3o  20  12 

n  —  1 29  19  II 

n  —  2 28  iS  m 

Aucune  //,,  de  nreiiiiérc,  mais  trois  de  la  seconde  catéy:orie  : 

"  I  '  o 

//,  =  3o,  /;  =  2, 
//  =  20,  p  =  3, 
/«  =  12,        /)  =  5. 
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i»(».  l  110  |)n''0;nilio"  t's'l  encore  à  prendre  dans  li'  elioix,  pour  un 
t;ronpe  S  donné,  de  la  snhslitntion  \\. 

On  a  \\\  qne,  R  ôlani  ranoni([ne,  il  ne  penl  exister  dans  S  des  raiio- 
nic|nes  anlres  qne  les  p  pnissances  de  K  (  n"  lî),  leninie  11  ).  Ancniie  4^ 
deSnesl  donc  écliani,'eal)le  avec  les  pnissanci-s  de  lî,  on  deliors  de  ces 
pnissances  cUes-nièmes.  Donc  R  ne  pcnt  èlre  puissance  dune  snhsti- 
!nlion  de  S.  anire  qno  les  pnissances  de  R. 

<  )n  ne  consliuira  pas  toutes  les  anliiiniKuiiques  qui  correspondent 
aux  diverses  cond)inaisons  de  N,  n,  p  (jui  viennent  d'être  énumérées. 
Ce  serait  un  calcul  assez  long,  désonnais  sans  difficulté  et  sans  intérêt 
tliéori(pies.  On  se  bornera,  dans  le  Chapitre  suivant,  à  donner  (piel- 
<pn?s  e\enq)lcs  simples.  Je  rappelle,  du  reste,  que,  dans  ma  Noie  :  .S;// 
crrlaiiirs  rqualio/is  des  quatrième  cl  rinr/uirnie  degrés  {Bullelm 
de  la  Société  mathématique,  1900),  j"ai  construit  directement  et 
d'une  façon  plus  clémenlairc  les  anharmoniqnes  //,,  et  //,.  .le  ren%errai 
à  ce  Travail  par  une  notation,  telle  ipie  (Biilh'liii  de  lu  Sun, ■lé  uki- 
tliéiiiatique,  'j"  )  par  evenqili". 

o7.  Terminoiis  le  préscnl  (Chapitre  p,ir  ipn'lipn's  liidical  iun>  sur 
l'équation  L  de  Riccali  elle-même  (n"  i). 

t  avant  la  signiiicaliou  exposée  au  précédent  Cliapilie,  jo  dis  (jue 
l'i/i/cisrale  nénérale  de  \j  est 

tïr,  C), 

itu  C  est  II-  paraiiK-Ire  arldiraire  et  z  une  finirlioii  de  I  déjiuie  pur 

ré-qlIflliiHl 

M'(--)  =  T(/V 

M'  ri    r  mil  Icui'  sij;iiilicali(>u  liahiliiellc. 

Soient  ./•„,  ./•,,  .1.,  trois  racines  (|iii'|((iii(pi('-  de  h,,,  savoii- 

^•0=  f(  -,  r.„),  .r,  =  f(>.-^,),  ./•,=  f(r,-<j,\ 

ft  //  uni-  inté^r.di'  quelcniupic  i\r  l  .On  jx-ut  toujours  écrire 

(i)  ,/==t\ .-,;), 
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^  ('•taiil  une  roMclioii  th-  l  (liTiiii<-,  imiir  //  (loiirn',  \r,\v  ridoiililé  (  i)  clli'- 

\.r  i'a|>|iHil  aiili;ii'iiioiii<|iii- 

>        (h  — ar„)(x,— a.-0 

(les  (iiiiilro  iiilrj;Tiilcs  //,  ./•„,  ./■,,./■,  de  IJ  est  une  constant. •  K.   Mais 
K  =  a(i/,  x-„,  ./•,,  J-'-.)  —  c''l(:,  r,o,  rj,,  r,.), 

.r..M 


5—  T,,  •',!—  ï,l 

;  (•>!  1111.'  ((instante  dont  la  valeur  (l('|>end  de  celle  de  K.  ^  est  donc  le 
paraniiJlie  arbitraire  C  c.   o.   r.   d. 

08.  On  pouvait  pr.-voir  ([Ui;,  dans  la  présenle  llu'-one,  on  rencon- 
trerait l('.l  (111  laid  les  -r(>M[>es  S  linéaires,  fractionnaires,  d'ordre  fini. 

r:n  ell'et,  dans  ses  Lri;on.s  dr  Stockholm  (p.  29  et  sniv.\  M.  Painlevé 
montre  comment  d'une  équation  U  de  Riccati 

U'  =  «'..„(/)  -h  «11!.,  (  /  )  -+-  ii-\\\,.,(f), 
on  déduit  une  équation  Z 

dilVérenlielle  linéaire,  homogène,  du  second  ordre.    F.es  ('-(piations  U 
cl  Z  ont  les  relations  mutuelles  que  voici  : 

Si  r,  et  -,  sont  (jciix  intéi;rales  de  Z,  rintéi,n-ale  générale  de  L  est 

■  _=;  +  c^; 

Si  //,,  a.,,  a,  sont  trois  intégrales  de  U,  elles  domient  une  intégrale 
r,  de  Z  par  la  relation 


'  ("s— «i)(«3— «r) 

Si  les  u  sont  racin.-s  de  //„,  r,  est  aussi  racine  d'une  équation  algé- 
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Itrique.  à  cocflicicnls  rationnels  (an  sens  du  n"  I  ).  Prcntins,  co  qui  ne 
chanijo  pas  le  fond  des  choses,  pour  variable,  non  plus  /,  mais  T(/). 
r,  devient  ait.M'l>ri([ue.  Or  on  sait  quel  rôle  essentiel  jouent  les 
i^roupes  S  dans  rintéirration  aliréhricpie  des  équations  dinérentielles 
linéaires. 

J'espère,  dans  un  Travail  ultérieur,  revenir  sur  l;i  di'peudanre  mu- 
tuelle des  iVpiations  dilTérentielIcs  L  et  Z. 

(Juanl  à  la  construction  elTeclive  des  l  ((ui  eorn^spondeul  à  des //„ 
données,  elle  ne  présente  aucune  dilTicullé.  Pieiions  |iour  variable  non 
plus  /,  mais  s,  liée  à  /  par  l'écpiatiou  W  , 

On  aura,  pour  rintcgralc  f;énérale  de  U  (n"  o7), 
«  =  t(.v,  C), 
"  ~  <r'(s)  [î  — G       rtJl(.v)J' 


d'où 


Prenons  la  dérivée  -r'  il  viendra 


ds  ds  n  II         V  /(II, 


ce  rpii  est  bien  iHii'  iijiiiitinn  de  Hiccati, 

^'<r 

os' 


INTKGIt.VI.KS     1)  LNK     MKMK     KQLATION     IIK     HICCATI.  Il  I 


CHAPITKi:  Ml. 


AMIARMOMyi  K>;    IIKS    QlATRlfcMK:    KT    nNQllÉMK    DKCRËS. 


59.  Comme  oxomplc  (rjij)[)liratioii  pour  los  Uii-ories  du  présciil 
MénioifL',  jo  vais  tonstiiiirc  toutes  les  auliarinonicjues  des  (jualrièmc' 
t'I  cMi([aièuit'  degrés,  n=  '{  et  ').  Les  résultais  (ti"  06)  sont  à  com- 
parer avec  ceux  du  liiillctin  de  la  Société  mathé  malt  que .  Supposons 
d'alioid  //  =  \. 

p  ilevaul  diviser  ou  11  —  i  (première  calégorie)  ou  n  —  2  ('deuxième 
catégorie)  est  un  des  trois  nombres  i,  2  ou  3. 

iXoMimoiis,  pour  abréger  récrilun-,  0„,  la  subslilutiou  canoni(pie 

0„,  =  |:r     Or|,  0"'  =  i, 

d'ordre  ///,  et  t  la  substitution  d'oi'dre  deux 


L'invariant 

i{a„a^  —  4«i«s  -f-  3a!;) 

(lu  pdlsiiunie  général  du  quatrième  degré 

c/„  v"  -t-  4«,  r'  -t-  {Ja.,y-  -1-  4  «3  v  -H  a^ 
se  nommera  1. 
1^'invariant 

a„     a ,      a., 

a,     a.,     a, 

a.,     a,     a^ 
se  nommera  .T. 


60.   Si  />  =  I,  N  =  4)  S  est  circulaire  ou  pyramidal. 
S  circulaire  dérive  de  l'unique  substitution  0^  (cas  I).  S  pyramidal 
dérive  de  &.,  combinée  avec  £  (cas  II). 
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Si  ^  =^  2,  N  =  8.  S  no  peut  être  que  pvraniidiil.  dérivé  de  0,  et 
de  £  (cas  III). 

Si/»  =  3,  N  =  12.  S  ne  peut  être  que  tétraédriquc  {cas  IJ  ). 
Examinons  ces  quatre  cas. 

61.  Cas  I.  —  On  a  (  n"  al)  une  écpiatimi  liinonie. 

Dans  le  cas  actuel,  linvariant  J  des  polynômes  /(r)  et  II(r,)  est 
zéro.  Le  rapport  anliarmoni(pie  des  quatre  racines  est  harmoni(pie, 
cest-à-dire  constant,  ce  ipii  doit  être.  C'est  un  cas  particulier  de 
l'équation  /<,  harmonique  (BuUclin  de  la  Soc.  nialh.,  6°),  exclu 
(Ilfifi.,  7")  comme  conduisant  à  inie  é(|ualion  l  de  Riccali  dégé- 
nérée. 

62.  Cas  II.  —  S  dérive  de 

0„  =  I  r      -  .-  I  et  de         £  =  '  r     -il, 

W  (z)  =  :'-  -(-  :'^.  Le  polynôme  réduit  est 

^^"  est 

--'  -6T --»-+-  1  =  .). 
/l^  s'obtient  en  éliminant  :;  entre  lécjualion  \\   et 

Le  rapport  anharmonique  des  quatre  racines  est  une  ronslante  ar- 
bitraire, fonction  de  A.  Le  groupe  G  de  //,  provient  de 

0j  =  (x,  a-j)  (.r,  .f ,),  £  =  (.r„  .r,)  (t.,  x,  ). 

On  a  l'anbarmonique  construite  au  li^"  du  Btillclin  c/r  la  Société 
malhéinatiqur. 

65.  Cas  m.  -  S  dérive  d.- 

0,  =.  I  c     0  ;  |.         (0  =  V-"i)         et  de         £  =  1  j     -[    • 


IN  TKGHAI.KS     I>'|M-;     MKME     KOTMION     I)K     lUCCATl.  2  1.5 

W{z)  =z  z*  -^  ;"'.  l/i'i|iialinii  \\   est 

z"       Tr'-H  I  =  (>. 

1,1'     |i(ll\  liollic    li'dllil    s'olilli'lll    rli    (Inlilliinl    il     l'ui"  •">(»)    Ml|i'    \,l|cll|- 

roiistiiiili'  telle  (|iie  le  pieiiiirc  iiii'ImI)Ii'  de  \\   (li'\ieiiiie  ciiiii'  |iiiiliiil. 
(  )ii  posera  T  =  i.  \a)  polynôme  rédiiil  est  r,' —  i .  // ^  sOhiieiil  en  (-ii- 

IllilKUll    r  elllr  !•    W    e| 


^■-  4i^"-^-^)(i-i       ='-i)' 


L  lu  \  il  lia  ni  .1         <>  el  je  i  ii|ipnll    aiili;irilinlii(pic  (l<'>  ipiilll  c  l'aeiiies  est 
lliirilioilii|ne.   (  )ii  a   la   A.  /ii//-///i//ilt/l/r  du  Jilllh'lin  ilr  lu  Socirlr  iiid- 

64.    ('as  l\  .      -  S  est  téliaé(lii(pie  et  dérive  les  deii\  j^hiiiaiii's  t). 
et  î  jointes  i'i  la  j^  leinaiie,  /-  -|-  i  =:  o, 


('•) 


I  —  (    z  —  I 

I  -h  «     3  +  1 


T(--) 


<j/(  =  )  _  /;:'+i  + 3/^/3 --\' 


?(-)         \;»-t- I  —  2/v''3 


l'our  former  le  polynôme  réduit,  cnij)loyons  le  |)rocédé  du  n"  .">(), 
en  [)renanl  pour  11  la  suhslitulion  (i). 

|{  laisse  li\e  une  laeine  de  ■^' =  o  (ou  dco'=o),  [laice  (pie  lî  per- 
mute ensemble  les  ipialre  racines,  tout  eu  étant  d'fjrdie  i.  l/i'ipialinri 
iinadiatiipie  r,,,  =  \\\  r^„  ]  a  donc  une  l'aeiiii'  coin  m  une  a\ec  (iiacunc  de^ 
deux  ('(pialions  cp  ^=  o,  '^  ^^  o.  l*ronons,  par  e\('ni|ile,  '\i{^r^„)    -  o. 

Le  polynôme  du  douzième  degré  en  r. 


devient  simplement,  pour  '|(t,„)  =  o, 

Jiniin.  (U-  Math.  (  V  série),  l..iiu'  \1.     -  Kusc.  Il,  kjdo. 
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1.1   iiolynoino  rrduil 

H(r^)  =  •/)*  -+-  I  +  2?)- /y  3. 

I  laiis  II.  on  il  (11"  iîî)  ), 

iv'3 
n„  =  r  =  a<,  a,  =r  a,  =  o,  f?o  =  -4- 

ft  1  invariant 

I  r=  (cf„a,  -<-  ^o^)  =  o. 

].<•  r.iji|>()il  anIuiiinoni(|U('  des  ([uairo  racines  est  ('•(|nianliarino- 
ni(|no. 

//,  s'()i)lii'n(lra  par  le  j)rocrclo  ortiinaire  et  sera  l*(''(|iiarKni  l'-f/i/i- 
auliannoniqiif  dn  Bulletin  de  la  Sociétr  niaf/n'/nafir/t/c. 

On  rcmarcjnera  ([ne,  dans  linvarianl  ahsoln  du  ixronpc  t('lra<'-(lri([uc. 
nous  avons,  rectifianl  niio  erreur  à  la  page  i()H  du  lonie  \ll  des  .]fa- 
llirmaltsilif  .■lnnal''/i,  changé  :■''  en  —  -'• 

(»^>.   La  discnssion  des  /?;,,  n  ;=  5,  est  1res  simple.  />  =  \ ,  2,  i,  '(. 

Le  cas  [^  =  I,  N  =  )]  fournil  un  S  circulaire  et  uni-  // ,  l>ino(ne 
(n";îl). 

Les  cas  \p  =3,  N  —  i5]  et  \p  =  \,  \  =  20  |  fournissent  des  S  py- 
ramidaux, ce  qui  est  absurde  (n"  'ii*l). 

Le  cas  I />  =-  2,  N  ==  10]  est  admissible  (  ti"  i>*2  )  et  louiiiil  la  // ,  con- 
struite au  ( '.lia|)ili-e  II  du  lidlli'liii  ilr  la  Sorirlr  nuillirni(iliijUi- . 


GÉNEItAl.lSAÏlOiN     l)  U.N     TIIKOHKME     DK     CI.KHSCII. 


S///-   l<t    griivi(ili.uitl(i/i   (T un   llicuriiiic   de    CU'hsch ; 
l»M(  M.  I».  DUHEM. 


Introduction. 

l\)iil  le  inoudc  cuiiiiait  les  o(jiialions  des  pelils  iiioiiveiiicnls  il'iiii 
solide  isotrope,  équations  qui  régissent  aussi,  comme  l'a  démontré 
Ilclmhollz,  la  propagation  des  |]n\  de  déplacement  dans  les  milieux 
diélectriques.  On  sait  également  (|ue  Clebsch  (')adoniié  aux  iulé- 
gi'ales  de  ces  équations  une  l'orme  exlrèmemcnl  utiK'  en  ee  ipi'elle 
décompose  le  petit  mouvement  le  plus  général  dun  solide  isolrope 
en  un  pelil  m()u\emeiil  lorii^ititdinal,  dénué  de  rotation,  et  un  pclil 
mouvement  l/ans\ci:scd,  dénué  de  ddatatio/i,  chacun  de  ces  petits 
mouvements  dépendant  de  la  classique  équation  du  son.  Malheureu- 
sement, la  démonstration  sommaire  donnée  ])ar  ('leliseli  laisse  peul- 
èlrc  (juehjue  |)lacc  au  doute. 

Dans  notre  enseignement  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Ijordeaux, 
nous  avons  donné  du  Théoième  de  Clebsch  une  démonsiration  très 
élémentaire  (  "'  )  tpii  nous  semhli-  rigoureuse. 

Cette  dénuinsiralion  s'élend  sans  peine  et  peruieL  dapidiquer  le 
riiéorème  de  Clehseli  à  un  ly|)e  très  général  d'é([nalions  aux  dérivées 

(')  Cleoscii,  Ueber  die  Réflexion  an  einer  Kugeljlâclie  (Journal  fiir  die 
reine  und  angavandte  Matheniatik.  l.  LXI;  i863). 

(')  P.  DiiiiEM,  Sur  l'intégrale  des  cr/iiations  des  petits  niom-cnients  d'an  so- 
lide isotrope  {Mémoires  de  la  Société  des  Sciences  physitjiies  cl  naturelles  de 
Bordeaux,  5"  série,  l.  III;  1898). 
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paillollt's  siiMultani'i's.  Ci'  tvpc  C()iii|ir('iul.  coiimic  ras  |)aitii-uliiMs.  non 
si'iilonioiil  li>s  oqualions  flos  petits  niouvomciits  clos  solides  isotropes, 
mais  encore  les  équations  tles  ])etits  mouvenienls  a(lial)ali(pies  des 
llnides  compressibles  visqnenx;  daillonrs,  ces  deux  caléf^orics  dnpia- 
tions  sont  dnn  intérêt  très  ijénéial  en  PliysicpM^;  la  |iremière  catégorie 
refait,  hors  d  H  domaine  de  rÉlecli  icllé,  la  propai^ation  dune  perlur- 
Italion  électrique  dans  un  milieu  diélectrique;  la  seconde  n"a  pas  cours 
senlenieni  en  llydi'o(l\nami(pie;  c'est  d'elle  rpie  dépend  le  llu\  t'-lec- 
trii|ne  au  sein  d'un  conducteur  immobile.  l'^nlin,  ces  deux  catégories 
jnMivent  être  regardées  comme  deux  cas  particuliers  d'une  catégorie 
plus  générale,  dont  dépend  le  champ  éleclritjuc  dans  un  corps  à  la  Ini^ 
conducteur  cl  diélectrique;  à  celle  catégorie  s'applicpienl  également 
les  considéralions  suivantes. 


CIIAPITRE  I. 

ylELQlES    l'ROPRIÉTtS    DE    I.A    THA.>SFOHMATIO.>'    DE    STOKES    ET    IIE    IIELMHOLTZ. 


1 .  Soient  //,  f,  w  trois  fondions  de  x,  y,  z,  ipii  peu\enl,  en  outre, 
dépendre  d'autres  variables,  de  (  par  cxenqile;  soit  .\  le  vecteur  dont 
w,  i ,  w  sont  les  composâmes. 

Deux  combinaisons  de  ces  fondions  se  présenleiit  fii'(pieiiiiiienl  en 
Physique  : 

ïiu  ju'emier  lieu,  la  condjinaison 

/  ^        au        ôi'        ihv 

cpic  les  géoinèli'es  anglais  riDiniiienl 

hiv.  A. 

Si  .\  représente  un  déplaccmrnl  d'un  milieu,  H  esl  la  illlatahmi 
cubique  au  point  (x,  j',  z)  de  ce  milieu. 


(;knhh\i.is\tion   d'i  n   Tiii-;oui;Mi;    m:  i.i.Eiiscii. 
\-A\  sri-oiid  lirii,  les  liois  coiiiliiiiaisons 


(•^) 


Si  A  rc|ii('S(Milo  im  ,lri>l(i(ciii(-iil  (fun  iiiilirii,  .'12,,,  [il,,  lilz  soiil 

les  trois  ( posantes  de  la  rotation  inslantanéc  au  point  (,^,7,  -)  df 

ce  tiiilicu;  12^.,  Q,,  Q..  sont  les  trois  composâmes  d'un  vecleur  (jue  les 
jjjéonii'lit's  anjj;lais  désignent  par 

Cm!  A, 
et  (pic  les  physiciens  allemands  nomnienl  I  urtr.r  on  \l  irhrl  de  A. 

2.    Soient  w,  i-,  w  trois  fonctions  continues  de  .1:,  y,  z,  en  un  certain 
esi)ace  ;  prenons  trois  fonctions  U,  V ,  ^^'  définies,  dans  ci'  même  espace, 
par  les  éj;a!ités 
(3)  AU  =  //,  AV  =  f,  AW  =  a-. 

Cliacunrdeces  fonctions  est  tlétermim-e,  dans  l'espace  considéré, 
à  une  fonction  harmonique  près;  la  théorie  de  la  fonction  potentielle 
nous  enseigne,  d'ailleurs,  à  exprimer  ces  fonctions  sous  forme  d'inté- 
grales lri])les. 

On  a  identiquement 

^^'  -  d:^^!:^  '^  'd^  ^    ôz  )  '^  àz{  ôz        'Ox)        Or  \dx        dyl 
Si  donc  on  pose 

V  '  '  ox        ôy         Oz 

y  "      \0y       dz 
^'\  O-      ('^^        ^ 


"  =  -(S-^> 


(7)  ''■  = 
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co  (pii  nous  donnr  visiltlciuont 

(b)  -  H-  -^  -1-  —  =  o, 

^    •'  à.r         Oy         az 

la  |iiLMiiii'ro  clos  re;alili''S  (  ^  )  (Icvicnt  la  |irciiiirn'  dos  opiiilos 

«j*      (m      dO 
"  —  Â-  -^  -i 1  ' 

a.r         in  a: 

^     cH^  _  «m 

Oy         <):         (Jx 

d4>        tX,»         OP 
0:         O.e         Oy 

Les  doux  autres  é<jalilos(-)  s'obtienuoul  duiio  iiianioro  analofjue. 
Dès  loi's,  nous  |)()Uvoi)s  éiionrei'  la  proposition  suivante  : 

Etant  données  trois  fonctions  u,  t',  w  des  variables  -v,  y,  :,  con- 
tinues dans  un  certain  espace,  on  peut,  d'une  infinité  de  manières, 
mettre  ces  fonctions  sous  la  forme  (~),  les  trois  fonctions  V.  O,  R 
vérifiant,  en  outre,  l'égalité  (6). 

Ci'Itc  proposition,  employée  en  premier  lieu  par  M.  Slokes  et  par 
llohnliollz,  va  nous  servir  de  point  de  départ. 

5.  Hiinarque.  —  Si  les  trois  fonctions  u,  c,  tv  ont  été,  dune  ma- 
nière quolconrpie,  mises  sous  la  forme  (7),  la  relation  ((>)  étant  d'ail- 
leurs voiiliée,  les  égalités  (1)  et  (2)  deviounont 

(8)  e-^A*, 

(ç))  f2,=    -AP,         i2.  =^-A(^         li,      -AH. 

■4.  Supposons  <pie  l'on  ail  pu  nnltfo  liois  fonctions  //,  i',  tr  sous  la 
fi>inio  ("-),  la  relation  ((>)  l'-taiil  dailleurs  vérifiée  et  les  fonctions  <I>, 
I'.  <J,  il  étant  (|uatre  fonctions  liarmonicjiies.  Les  égalités  (1),  (2),  (8) 


ôll           ôv 

()j-        Oy 

-^   ôl  = 

1  '.'"•  ._ 

i)v 

)  Ou 
\0. 

().r           ' 

(Ir 

ou 
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cl  (  ç)  )  «Ilinnciil  alors 

(lo; 


(II) 


LcséjTalkés(i  i)  nous  cnsci},'nent  (ju'il  existe  une  fonction  o(.r,y,  z)^ 
iinifoinie  si  Tospace  considéré  est  siniplenient  connexe,  telle  que  Ton 


d'i  d<i  ô-i 

^  ()x  ôy  0: 

cl  légiillh'  (  lo)  (Icvicnl  alors 

Ao  =  o. 

Réciproquement,  les  égalités  (12)  sont  une  forme  parlicnlière  des 
éj^alités  (  G)  cl  (7).  On  peut  donc  énoncer  la  ()roposilion  siiivanli-  : 

Polir  qui'  trois  J'oiiclions  u,  c,  w  soic/i/  ri'spc(/i\('//ic/i/  h-s  trois 
(IcrÏK'f'i's  partir/les  d'une  même  fonction  harmonique,  il  faut  n  il 
suffit  qu'on  puisse  les  mettre  sous  la  forme  (7),  où  $,  1*.  (),  W  sont 
quatre  fonctions  harmoniques  et  où  les  trois  fonctions  1\  O.  !{  vé- 
li fient  In  relation  (6). 

iî.    P(jur  que  les  trois  expressions 

t^R  _  ^       ,)P        (m       dQ  _  àH 

dy         dz  '      <)z         Or  '      Or         Oy  ' 

où  \\  (^),  Il  réri fient  la  relation  (G),  soient  les  trois  dérivées  par- 
tielles d'une  même  fonction  V,  il  faut  et  il  suffit  que  les  trois 
fonctions  1',  (^),  R  soient  harmoniques;  la  fonction  \  est,  elle  aussi, 
liar///oniqui'. 


■:>•_>(>  1'.     DlIIEM. 

PiMir  (li'iiiniilr.'i'  la  |inMiiière  partit' dr  rriioiur,  il  siilTil  de  loiiiar- 
<|iiiT  (]u't'n  vi'ilii  (\o  la  irlatioii  (G),  les  coiidilions 

û:\à:         djrj'     dy\dT         ây  ) 
d.r\ô.v        Ov)        dz\ûy    '      ûz  J  ~  ^' 
)r\ây'      ():  )  '     d.c\û:  djc)~~*^ 


ô 
IK-iivciil  s'ôcriiT 


\V  =  .),         AQ  =  o,         AR 


ot  que  les  fonctions  l*,  ().  W  sont  liarmoni(|nes. 

M  ces  conditions  sont  remplies,  il  existe  une  foncliuM   ^    lillo  ipn 


^1 

m  ait 


(A       (;i'       ,)\\ 

^  _  ^  _  dP 

<)z  ô.r  ()y 

Il  >uflil  de  diiïérenti.T  la  pr.Mnièic  de  ces  éi,^alités  par  rapport  à  .r, 
1.1  seconde  par  rapport  à^-,  la  troisième  par  rapport  à  c,  l'I  d'ajouter 
membre  à  membre  les  résultats  obtenus  pour  obtenir  r.yalite 

A^  =  o, 

qui  démonlie  la  seconde  partie  de  l"rn<)mé. 

(>.  /{rriprof/itf//tr/if,  .si  \  est  une  fonrtion  hanuonKjuc  dons  un 
rrrlnin  rspcirr  E,  si'.s  dèrhcrs  parlirllrs  prinriil  sr  mcllrr  .sons  In 
f'ornir  (  l'i),  1rs  fonrllons  1',  (^,  H  rhini  luirninnuinrs  ((ans  l'rs- 
pmr  V.  ri  V  vr  ri  fiant  la  relation  (  fi  K 

Soient  : 

(.r,  y,  z  )  un  point  de  l'espace  iC, 

S  la  surfaci"  «pii  limite  cet  es[)ace,  snilaee  <|ne  nous  supposfuis  con- 
vexe et  sans  [loint  sinp^nlier. 
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'/S  lin  ('Iriiiont  de  la  surface  S, 

(  ;,  r,,  '1  )  nu  point  (\o  r/'liMinMit  r/S, 

//    l;i    (lriiii-iii)riu;ili'   l'ii    i-c   |iiiiiil  à   la  siirlacc   S,    ciilc  clcnii-noi  niale 
l'Iaiil  (liriac''c  viTs  riiili'iiciir  de  l'csiiace  I']. 


Av.T  M.  Cari  \. 


■iiinanii,  juisons 


(.4;  '  i:'(,v,y,z)^:^fva,r„-:)'-j}^dS, 


Les  propositions  suisanli's  sont  ciniiiia's  : 
I.es  fonctions 

\,^,y.,r),    v{i„r/:),    U'(;,^.:),    iJ"(^,v,,r),    ••■ 

sont  tontes  continues  sur  la  surface  S. 

Lorsque  l'indice  i  croit  au  delà  de  toute  limite,  la  fonction 

tend  vers  une  limite  C  (|iii  a  la  mènie  valeur  sur  toute  la  surface  S. 
F^a  série 

(i^)  |V(5,y;,r)_  i:(?,^.:.|  +  |r'(^.y„r)-i:"(^.y..:)|+... 

cou\ergc  unil'ornK'iiicnl  sur  la  surface  S  cl  rcj)r(''srnlc  une  fonction 
■7(^,  y],  v),  continue  sur  celle  surface. 

La  fonction  \(.c,j',  r)  est,   dans  res[)ace   I'],   donnée  [)ar  la  série 
iiniforiuéiuent  converj;ente 

^„.^     {  V(,r,;-,.)  =  C-4-^î[U(.r,>-.--)-U'(x-,j,.)J 

Journ.  de  Math,  (i"  série),  tome  VI.  —  l'iisc.   11.  1900.  2C) 
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Oi"  la  série  (  lô)  étanl  iiiiltni-niémcnl  cnnvcrgenU',  il  en  osl  visilili- 
ment  de  iiièine  de  la  série 

[V(;.r.,:)-r(^,r.,:)J^+[r(^,y;,r)-U"($,ri,r)J^+--- 


=  ^a,-r,,:) 


d- 
'J7,' 


i  étant  la  distance  du  point  (^,y],Ç),  variable  sur  la  suifare  S  à  un 
point  déterminé  (j.',  y,  -)  du  domaine  E. 

On  peut  alors  intégrer  cette  série  pour  la  surface  S  en  intégrant  cha- 
cun de  ses  termes,  ce  qui  donne,  en  vertu  des  égalités  (l'i)  et  (  i^), 

'^- 
(.7)  \(a:,y,z)  =  C-i-^J^Cc,r,,-:)^^dS. 

Cette  égalité  donne,  à  son  tour, 

^'^>  5J—  =  ^j^^-■'l'^)^I■^'^• 

^lais  l'égalité 

x"'  =  (x  -  If-  -h  (y  -  -riY  -h  (:■  -  ly 
donne 

oi  =-  rJ(^  — -)<^oK".-^")-t-(7-"'i)cos(«,>') 

-h{z  —Z)  cos(»,  :)\, 
_^  =  ^^-•-:)'--'cos(.,x)+^<— ^;/>-^^os(.,,-:) 

i(a;  —  l)(y  —  r,)         ,          .        3(v  — t))>— t' 
=  -^ ^^ ^COs(rt,y) ^-^ p cos( //,.<•) 

-  y-^ ^ cos(«,a) i 1^^— — ^cos(//,;^| 


<  '!») 
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<^  r  j:'  —  $         /  ,         ;  —  Ç         /  I 

r    ;— C()S( //,  j) r— Cijs( //,  ,r  ) 

(^;|      x^  t'  ) 

—  -—  I  -r"^  (•iis(  n,  X  ) r—  cosf//.  ::  )  I  . 

()z  \   i):  Il  r  I 

Si  donc  on  pose 

l'(./-,  V,  ;)  =  —   \  'j(l,-r,Ç)\   --coi(/i,z) r-cos(  fi,  v) 

'  -   '     •  :>.Tz  J  '  \   i)y  •     '      '  àz  V     '  ^   / 

0(.v,  y.  z)  =  iz_j'<^.  VI,  0  [-'  cos(,.,  .V 


) r-  COS  (  //,    Z  ) 


'/S, 


r/S, 


r/S, 


r(''t;;ilitc'  (iiS)  dcvirnt  la  première  des  égalités 


(■3) 


\  dx        ôy         dz 

1  >)v  _  à\^  _  m 

j  Ov         ôz         dx 
f  ']!  —  'l^v  _  <^ 


Los  deux  antres  se  démontrent  dune  manière  analogne. 

D'ailleurs,  les  égalités  (19)  montrent  immédiatement  que  les  trois 
fonctions  P,  (),  \\  sont  trois  fonctions  liarmonicjues  qui  vérifient  l'éga- 
lité (G). 

7.  Le  lemme  démontré  aux  n'"*  5  et  (î  nous  donne,  en  premier  lieu, 
la  solution  de  la  (juestion  suivante  : 


>2  1 


P.   ntiiKM. 


De  conihirn  dr  niaiiirrcs  fli/frmitr.s  [x'ul-on  im-tli  l' liais  funclioiis 
iloiincrs  II,  c,  tr  sous  hi  foriiir 


(7) 


j'i'      ail  i)^) 

H    =    y-  -f-     , r^  - 

(J.r         ily  Oz 

—  !^         (>P  _  (^ 

'    ■"  57-  "•"  dz  ~  Tr" 

<M'         (}0  dV 

r^;          ilx  ijy 


1rs  /rois  font /ions  P.  (^,  R  l'/aiil  lit-rs  par  In  rrla/ion 
ôv      ,)n      on        ., 


(6) 
Soit 


<;<■ 


<;; 


()('l'4-'l'')  <J(H-4-  H')  _  OJJ^  +  <j  ) 
t^o;  <?;  tJ: 

()(»  +  ■!'')  ()(R  +  H')  _  ()(H-+-  IV) 
dy  dz  dr 


djc 


Or 


(G  6/5) 


()(P  +  P')        (^(Q  +  Q')        ^J(R-+-H')  _ 
(Jj-         '^         Or         "^         fi;         ~ 


une  (loiixii'iuc  sohilinii  <lii  piolilriiir.  Il\  idciiiiiu'iit,  |ioiir  (juil  m  t-oii 
ainsi,  il  l.uil  ri  il  siil'lil  (|U('  lr^  loiHiioiis  <I>  .  I'.  ()'.  It  \('i  ilii'iit  le? 
condition;? 


(20; 

avec 

(21) 


/      _  d*'  àh'  dQ' 

l  Or  Oy  dz 

1  ,)']•'  àV  f)\V 

(>)■  r;;  o.r 

,M''  ,)n'  ,)\" 

do  do;  dy 


dV        dO'        f)IV 
dj.-         dy         dz 
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I  >"ii|)i(''s  le  Iciiuiic  (Ic'iiKnilic' jiii  n"i>,  |)()iii(iii"il  l'xistc  mil'  loue  I  ion  <I>', 
vriiiiiiiil  les  r^iililés  (20^,  l()is([ii(;  Tr^alilé  ('il j  c-sl  sii|)[)o.soe  \(''rili('-c, 
il  liiiit  (M  il  sul'lit  que  les  li'ois  foiicliuns  1",  (  K,  IV  soient  trois  foiiclioiis 
li;iriiioiii(|iii's;  la  l'onclion  <I>  i'>.l  (li'U'niiiiiL'c  |>iir  la  connaissaiici'  dt-s 
roiiclioiis  I'',  {)\  It    à  iiiK-  (|iiaiilit(''  addilivc  [iii's.  iiKlépoiidaiilc  (if  x, 

1  )  un  la  [ii'o|)()sitinn  siii\  aille  : 

Ayant,  d'ii/w  prcmii're  manicrr,  mis  trois  foitctiuits  dunni'cs  u, 
\\  KV  sous  la  forme  (?),  où  les  foiiclioiis  1',  Q,  Il  vcrijii'nl  l'è<^a- 
litt.'  (G),  et  cherchant  à  les  mettre  d' une  seconde  manière  sous  la 
même /or/ne,  on  peut,  mais  on  peut  seulement,  ajouter  respecta  e- 
menl  aux  trois  fonctions  V,  Q,  15,  trois  fonctions  harmoniques  ijui 
réri fient  aussi  l'égalité  (i^)\  on  doit,  en  même  temps,  ajouter  à  la 
fonction  $  une  fonction  harmonique  déterminée  à  une  quantité 
aitdili\<'  près,  indépi-ndiuile  de  X,  y,  z. 

8.  On  peut,  si  l'on  préfère,  choisir  arbitrairement  la  fonction 
liarnionique  $'  que  l'on  veut  ajouter  à  la  fonction  <1». 

I']ii  cllcl,  selon  ce  (|ni  a  élé  déiiioiilré  an  n"  (>,  ([iielN-  ([lie  soit  celle 
fonction  <I'  ,  on  peiil  Ironver  trois  fonctions  liariiioiii(|iies  ra,  y,  p  véii- 
liant  r/'j^alilé 


cl  les  éiralilés 


ôx    '    <)y    '    0:-       " 


d'i'' 
dx 

à? 

oy 

0/. 

ày 

_  (M 

0? 

Ox 

Oy 

Il  siifliia  alors  de  prendre 

V'=-m,  U'^-y,  l(r^-c. 

î).    Etant  données  trois  fonctions  V ,   (),   |{  y///  vérijient  l'éga- 
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li(è{()),  0/1  jtrui  (roiiKOi-  i  '  )  Irais  ait//-rs  f(>/icli(jn.s  A,   15,  ('.,  ffl/rs 
que  l'on  ail 


(22; 


(23) 

En  l'Ilot,  d'après  ce  qui  a  été  démontre  an  n"  2.  (|n('ll<'s  ipic  >()icnt 
les  fonctions  P.  Q,  R.  il  existe  quatre  fonctions  ç.,  />,  y.  / .  telles  (|ue 
l'on  ail 


P 

dC. 

d\\ 

i 

~   dv 

àz' 

1 

0 

d\ 

"  dz 

dC 

dx  ' 

dV, 

à\ 

1 

R 

"  dx 

~àj' 

d\ 

d^ 

dC 

-1- 

-i h 

dx 

dv 

dz 

dx        dr 

à'I 
àz' 

Q  =  |-s^ 

dr 
dx' 

^-t^t- 

oy' 

^  _l_  ^  +  ^' 
àx         à  y         àz 

=  0. 

(2.',) 


l'oiir  (lue  les  fonctions  p,  Q,  R  vérifient  ré^Mlilé(()),  il  faut  et  il 
suffit  visiblement  (jue  la  fonction  0  soit  harmonique;  mais  alors,  selon 
ce  qui  a  été  démontré  au  n°  (i,  on  peut  trouver  trois  fonctions  p.  y  .  /• 
vérifiant  les  égalités 

'h.  ~  'II.  -  'lui 

1  àx        ())'         dz 


(25) 


à-^ 
ày 

_d,y 

dz 

dr' 
dx' 

àz 

_   dq' 
~  dx 

dy' 

à/y 

àx 

dy 

dr' 

(')  Celle  proposilion  a  élé  dt-monlrée  par  E.  Belli  (Le/irbuc/i  der  l'otcnlial- 
theorie.  p.  ix?.),  en  s'appiiyanl  sur  un  leniine,  tlù  à  .lacol)i,  el  lire  lie  la  lliéorie 
du  dernier  mulliplicaleur. 
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La  coinp.iiiiisdii  des  t'galiti's  ('^'i)  et  (2"))  iiionlro  (lue  les  l'onclions 
\=p-  //, 

15  =  y  -  y  , 
Il  ^  /•  -  /• 

vérilietonl  la  pio[)o.silioii  énoncée. 

Ri-riproqucnwnl,  il  esl  clair  (juc,  si  l'on  prend  Irais  fonctions  quel- 
ron(jues  A,  B,  C  cl  si  l'on  dcjinit  les  fonctions  1',  (^),  Il  par  les  éga- 
lités (22),  ces  fonctions  1\  (),  \\  vérifieront  l'é'^alité  (Q). 

10.  Les  fonctions  1',  (),  II,  (jui  vérilicnl  légalilé  i^ij),  étant  don- 
nées, supposons  qu'on  ail  trouvé  un  système  de  fonctions  A,  B,  C,  qui 
vérifient  les  égalités  (22)  et  (23);  peut-on  trouver  un  second  système 
de  fonctions 

A-^A',         lî  +  lî,         C^C 

qui  vérifient  les  mêmes  égalités".' 

Il  faut  et  il  suffit  pour  cela  que  les  fondions  A',  l!  .  (!   véritieiil  tes 

égalités 

dC        ÔV,' 

ôjc         Or  ' 

,)\'        ÔB'        ÛC 

1 •"   ~i h   -r-  =  O. 

uj.-         oy         (iz 

D'après  ce  qui  a  été  démontré  aux  n°*  ô  et  G,  il  faut  et  il  suflil  pour 
cela  que  les  trois  fonctions  A',  B',  C  soient  les  trois  dérivées  partielles 
d'une  même  fonction  harmonique. 

D'où  la  proposition  suivante  : 

lyant,  d'une  première  manière,  mis  trois  fonctions  données  P, 
Q,  H  sous  la  forme  (22),  où  les  fonctions  A,  B,  C  vérifient  la  rela- 
tion(i'â),  etvoulanl  les  mettre  d'une  seconde  manière  sous  la  même 


•a  2  s 
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fiiiiiir,  on  priit,  /finis  on  pi'iil  Nfitlrinenl,  (ijitiitrr  aii.c  trois  fonitiotis 
A.  li,  (!.  A'.v  Ifois  i/i'/iii-r.s  piir/if/lcs  i/'iiih'  niriuo  fi)iiilion  luutno- 
niqur. 


CHAPITK1-:  II. 


<;ÉXÉIULISATION    I)l'    TlltORt-ME    DK    C.I.EBSrH. 


11.    Siii)j>osons  (jiio  los  Irnis  fondions 

iiy.r.  )■,  r,  /  ».      \\.i\  y.  z.  I  i.      mm  ./•,  y.  z.  /) 
vrrilionl    les   trois  i''([iialions  au\  clrrivi'cs   parlicllcs  situullaiiéos  que 


(26; 


A,,//  -^  A, 


-4-  I}„A«  -f-  I 


.     <)'■  Il  .     ()"  (/ 

A.. -,-r  +  .  .  .  +  A,,-— 


n.. 


ô-  ^11 


,,    l)llt        ,,    1)111 


'jl'-à.ri'dyiôz'ôl'         ■  ■ 


)     l)H 


"^  ^o  5:?  "*"  ^'  ;77  J.F  "^  ^^^;)T  5:?  ■•"  ^'  «J;  rf.r  "^     ' ,;/  <J.r 


Cr'. 


jn+X4-p+<r         ^y 


■  ôr'^ ôy*dz?()l''  t).r 


A..r  +  A,- +  A, -;,  +  ... +A„ -,- 


il  r- 
/-    '^**     .     1- 


Ot 

H, 
lî. 


<}y  Oz  tll 


'  '  d.r'  dy 


•J'--    <).ri-()y''()z'()l'  ^  •  ■  • 
*"-  ;)T  <;r  ^  ^'  àz  ày  '^     ■'ai  'h 


''  ,)r  ,) 


+  C, 


d.r'^dy^dzfOl"  dy 


(■!(>) 


(;km;iim.is\ii()N    h  i  .n   tiikoiikmk   hic   ci.kiiscii. 


\„^y 


"  '  i)i-  lit 


"(i 


' '-  ;j.7  JI  ^    -•  j;^  J3  "^  * ''  Jz  oz  "^  ' '■•  <;<  j- 


22., 


Dans  CCS  <'.|uali(nis,  (■)  a  la  siguitication  (Imiiiéo  par  Fr^alilc'  (i  );  li's 
A,  B,  (^  soiil  lies  coiislaiilos. 

I':n  (lillV-rontianl  la  prciiiièrc  des  équations  (26)  |)ar  rapport  à  ./■,  la 
deuxirmo  par  rai)port  à  7,  la  troisième  par  rapport  à  :;  et  ajoiitaiil 
mcnibre  à  iiiciiibre  les  résultats  obtenus,  nous  trouvons  que  0  véiilic 
l'équalioii  aux  dérivées  partielles  suivantes  : 


.v,o-A,5;-.A--. 


A   'Il 


t)is 


l+(ii„  +  (;,)A0  +  (ii,  +  <:,)'i^''+(i>,  +  i:.)^ 

I  ,       ,    <;/'+'/+'•+■■■■■  AH 


Nous  représenterons  synii)t>liquement  le  pieuiier  niendjre  de  celli 
é(piati<Mi  par 

(0(0), 


et  nous  nommerons  cette  équation  Véquation  aux  dilatations. 

Dillërenlions  la  troisième  égalité  (2G)  par  rapport  à  7,  la  seconde 
par  rapporta;  et  retranchons  le  second  résultat  du  premier  en  tenant 
conq)te  de  la  première  égalité  (2).  Nous  trouverons  (juc  iî^  vérilie 

Journ.  de  Math,  {y  sciie),  lome   VI.   —   l-"asc.  11,    nj 
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réqualioii  aii\  (Il  rivi'os  partielles 

•   '•'-  TXT^r  +  •  •  •  +  •V..^^7ïriJwF^  + -=  "• 

Les  quantités  fî,  et  lî;  vérifient  la  même  é(|uation,  (pic  nous  nom- 
merons riy/za/Zt)»  ou r  lolation.s.  Nous  représenterons  symholicpiemenl 
le  premier  membre  de  cette  é(piation  par 

\*1.  PiiMions  trois  fonctions  quelconques  ii,  r,  w  des  variables  .i\  y. 
z,  l  et  meltons-les  sous  la  forme  (7),  les  fonctions  P,  Q,  H  n'étant  pas 
nécessairement  assujetties  à  vérifier  la  relation  (6). 

Substituons  ces  expressions  de  «,  e,  w  dans  les  premiers  membres 
des  égalités  (  26)  ;  nous  constatons  aisément  que  ces  premiers  membres 
prennent  la  forme  suivante  : 

(29)  j;^^eK<ï>)+J^a(P)-   Aa(R), 

Evidemment,  ces  trois  (pianlilés  sonl  milles  si  I  nn  a,  i-n  Inui  point 
de  l'espace  considéré, 

(Ê>($)  =  o, 
A('P)  =  o,  a(0)  =  (.,  A(n>  =  o. 

l)"ni'i  le  lliéoréme  suivani  : 

Si  (I»  (li'siinir  une  intvi;r(ilr  rjiii'lcnnrjm'  de  rrqtKition  aux  ilihtln- 
fions  et  P,  <^),   U  Irais  i/ifi'îsrali-s  f/urlionf/i/cs  </f  l'i'f/ttafion  ait.r 
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rolalions,  h-s  expressions  (7)  fournissent  une  intégrale  du  Sys- 
tem e  (26). 

lô.    lit'ciproquemeut,  si 

u(x\y,z,t),     i-(.r,  7,  ;,0)     «'(  .r,  y,  :;, /; 

est  une  intégrale  du  système  (26),  on  peut  toujours  trouver  une 
intégrale  $  de  l'équation  aux  dilatations  et  trois  intégrales  P,  (^, 
H  de  l'équation  aux  rotations,  ces  dernières  liées  en  outre  par  léga- 
lité (6),  de  telle  manière  que  les  égalités  (j)  se  trouvent  vérijiées 
par  les  sept  fonctions 

u,      i-,      a-,      <I>.      I'.      (^),      li. 

La  (loinoiisli-atioii  de  cctlo  n'ciproquc  est  le  priiiciiial  obji't  du  piv- 
senl  écrit. 

Comme  nous  l'avons  vu  au  n"  ô,  on  ])Ourra  toujours  tri>uvei'  (juatn- 
fonctions  $„,  Pp,  Q„,  Ko,  '«-'s  trois  dernières  liées  par  l'éfïalité 


(3o) 

telles  (|ue  l'on  ait 


()\\,       ^        <)K, 


ô'\\,       ai»,,       '.'Q,, 

u    ■■=   -r-      ' 


à-r  ôy  à: 


,0  V  '         '^'""      à[\      >ni„ 

(30  y=^-^j^-,)7' 

1  (M'„        dOo        d\\ 

\  Oz  àx         oy 

Ces  expressions,  trans|)orléos  dans  les  é(juations  (26),  doivent  li 
vérifier  identiquement,  en  sorte  que  nous  avons  les  identités 

()cO('»'o)  tJcll(lAJ    _    a.ft(Oo)   ^^^ 

dx  dy  àz  ' 

V-'^''  l~5y        ^       dz  âx       ~  '' 

J>^M'".)   _^  àA(Q„)  _  rM(Po)    ^  ^^ 
dz  dx  ôy 
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Difr/'ivnlinn^;  la  |)rciiii(  ro  do  ces  iilenlilcs  par  ia|)|iorl  à  ./•,  la  seconde 
|iar  ia|>|u)it  à  r,  la  Iroisii-mc  par  rapporta  r,  et  ajoiilons  incinhre 
à   inoiiibro  les  résiillals  ohlcnus;  nous  trouvons  la  nouvelle  idiMililé 

A.o(tt)„)  =  o. 

DiflV-ren lions  la  Iroisiènie  identité  (32)  [)ar  rapport  à  v,  la  seconde 
par  rapport  à  z,  et  retranchons  membre  à  membre  le  premier  résultat 
du  second,  en  tenant  comple  de  la  rclalinu  (  ']i))  :  nous  Irouvons  la  pre- 
mière des  identités 

lA (  l'„  )  =--  o,        Vi (  (),  )  -  iK        Sa  (  i{„ )  =  o. 

i.es  deu\  autres  s'établissent  dune  maniéic  analogue.  En  d'autres 
ternies,  on  a 


(33) 


o,  p,  fj,  r  étant  (juatre  fonctions  barmouicpies 
I^'éjïalité  (3o)  enlraînc  visiblement  l'éi^aliM 


on  biiMi.  en  vertu  des  éi^alilés  (33), 

(34)  ■IS-^^^ 

Les  identités  (32)  cl  (33  )  donnent 


()-f         ôr  ôi] 

rfl-  "•"  ^-  ~  dz 

, ....  ,1)0         t)p        Or 

(3t)                               {  t"  -•-  1  -  t- 

^       '                                         i  Ov        a:  Or 

O'i         O'i  0/> 

àt  "^  O.r  "  ô^ 


CKNICMAMSATION     II  IN     TU  ICOHKM  K     I)K     CI.ICIISCII .  2  V^l 

(;(iiisi(l(''ioiis  rof|iiiilioii 

(30)       A,/I>.  -K  A.  î^^  +  A.^  +...+  A„^  4-  o  .=  o. 

l'ouï-  rliiuiiie  syslriiic  fie  valeurs  de  x,  y,  -,  c'est  une  é(|ualioii  dil- 
lérciilielh;  linéaire  à  coeflicienls  constants;  nous  pouvons  donc,  à  Tins- 
lanl  /  —  o,  prendi'e  pour 

"     Th'      à/-  '     ■  ■'       <)/"  -' 

Il  fonctions  arhilraircs  de  x,  y,  :;  [nvnons  n  fonctions  liarnioni<pies; 
nous  aurons  alors,  pour  /  =  o, 

(:',7)         A*,  =  o,         j.AcP.-o,         ...,        |p,A(I»,  =  o. 

D'antre  part,  ^  étant  uni-  fonction  liarmoni(pie,  réj;alité  (")()  )  donne, 
(piel  (pie  soit  /,  l'é^^alih' 

A„A<I^-^A,A";;•^...+  A„A^'=o, 

(pii  pi'iil  encore  s'c'Ci'ire 

A„  A<I>,  +  A ,  ^  Atl),  4- . . .  +  A„  ^  Atl>.  =  o. 

J.es  ét^alilés  (37)  étant  vériliées  pour  /  --  o,  léqualion  préeédenle 
nous  montre  fpie  Ton  a,  ipiel  (pie  soit  /, 

(38)  Acl),  =  o. 

(  )ii  |)eiil  donc  trouver  une  fonction  <1>,  ipii  vérifie  à  la  fois  les  éi;a- 
lités  {36)  et  (3iS).  Dès  lors,  il  est  facile  de  voir  cpic  celte  fonction  liar- 
inonirpie  <!>,  vérifie  ré(piatioii 

O9)  (0((I.,)4-9=o. 

l'renons  maintenant  trois  fonctions  l',,  (),,  i»,  vi'riiiant  iespeeti\e- 


nienl  les  ô(|uati(tiis 


p.     PI  HEM. 


(4o) 


AoP.  +  A, -^  -- A,-^,'  +...-+- A,.-j-'  -4-/, 


dt- 


A„(). 


A„H.  -A,-j;i  +A,— i+...+  A„-— -'-4-/=o. 


dt  ■   fJt^      "  àt. 

Nous  pouvons  picndie  on  outre,  pour  /  =  o, 


P. 


àz         âv' 


dt 


à:         àv' 


dt"-'    ~     dz  dr 


(40^Q,  =  è^-^- 


Rdm,,        d/„ 
dy         d.f 


dQ,       dp, 
dt    ~  d.r 

.... 

dl\,           dm, 

d.r  ' 

df-' 

îïj„,        Cî, , 

r^,,-., 

7.0,      /..i 

.  .  . , 

/.«-M 

étant  3«  fonctions  liarnionicpics  de  x,  y,  z. 

Ces  égalités  (\i)  entraînent  les  égalités  suivantes,  vraies  également 
pour  l  =  n, 


AP.  =o,        ,^AP,  =o, 


d"~ 
dF~' 


,)'•' 


>AP. 


(42) 


AR. 


rV/ 


AH. 


,^A(),=.o, 


di\        dO,        dH, 
rfx  dy  dz 


<J/"-'\  do-  dy    ~*~    dz  )~     • 

I)  aulre  pari,  les  fonctions  p.  (j,  i-  étani    liarnioniipio  el    \t  iili.iiil 


CliNKllALISATION     D  LN     TU  KOKKME     UF.    CLEIISCII. 


aifi 


l'rualilr  ('i4\  Ifs  «'galitcs  (lo)  donnent  les  égalités  suivantes,  vraies 

c|lli'l    (|lli'   Sciil  /, 


>)    M. 


A.,AP, +  A.-^AP. -f-...-^A„^AP. 


!^AP    - 


àt" 


\„A().-hA,^A().+  ..    +a„£a(). 


(13)     /  A.,All.  -f-  A,  ,^  AH,  ^  .  .  .  +  A„-^  Ali,  =  .., 


.    d"  fôv      (K)      <n\\ 


Les  conditions  (.0),  vraies  (jucl  qne  soit  /,  jointes  anx  conditions 
(/|2),  vraies  pour  /  =  o,  montrent  que  Ton  a,  (|uel  que  soil  /, 


AP,  =  o,         AQ,  =  o,         AH, 

ÔV,        fK),        dR, 

^    -1-  -f-    +  -r-i  =  O. 

(i.r         ôy         dz 


La  première  é(pialion  (4o)  et  la  première  condition  ( '|/|  )  donnent 
sans  peine  la  première  des  égalités 


(46) 


a{V^)  -\- p  =  o, 
a(1\,)  -t-  /•  =  o. 


Les  deu\  autres  se  démontrent  d'une  manière  analogue. 
Posons 


(47) 


,  _d%        ^  _  'Jr^i 
(^/  c>3  ()a- 

,       <?*,    ,    tJQ,        dP, 


d:  d.r         dy 

D'après  les  égalités  (38),  {l\'\)  et  (45)  et  le  lemme  démontré  au  n"  4. 


23tj  p.     MllEM. 

il  existe  une  fonction  liarinoni(|ue  ^'  : 
('|8)  AM'  =  o, 

ti'lli-  <|||C  l'on  ilil 


'■  =  T.- 


ce  (|ni  (loiine  identiquement,  à  la  place  des  éi^alités  (47), 


(40) 


Si,  dans  les  égalités  (2G),  on  substitue  à  u,  e,  u-,  les  t|uanlités  iden- 
tiquement nulles  qui  forment  les  premiers  membres  des  égalités  (49), 
on  doit  obtenir  trois  identités.  Si  l'on  tient  compte  de  Tidentitc  (Jj^), 
ces  identités  deviennent 


O.r           '     ()y 

àz 

<)y                 Oz 

■~    ().r 

(5o) 


A  '^"'') 


Les  é-alités  (3<)),  (46)  et  (3>)  transforment  ces  identités  en 

t) 
<J7 


:^(A„M--^A.5^...  +  A„^)=o. 


di 


|(A.,-.A,^-^....A.-i>„, 


t;KNKII\MS\TI()N     l)'l  N    THliOHKMK     IiK    CI.KIISCII .  23" 

I  !ll  irilllIlfS  hM'incS,  il  r\i-.|r  iilir  t'ollcl  ioll    /"('/  )  Irllf  (|llr  l'on   il  il 


(5i)  \.,M  -hA,^ -h  .  ..  ^A„^jjjr 


Soil  !•'(/)  mil'  iiili'-jiiali' (|iii'lcoiuiue  do  rrijualioii  ilillrioiiliollc   li- 
m'-iiirc  à  cncrtirii-iils  Cdiistanls 

f'I  posons 

(5;i)  U-  — F(/)  =  -(i),. 

L<'s  (''^alilcs  (h)  cl  (">■'.)  nous  donneront  rL'}i;aiili'' 
A„(I),  +  A,— -  +  ...-^-A„-— =  o. 


ài" 


L'éj^alilé  (  '|8)  donnera  léyalilé 

A<I>.j  =  o 

el  ces  deux  dei  nièt'es  (''galilés  donnent 
(54)  {O(tï>,,)  =  o. 

ImiIiii,  les  iilenlilés  (  '|()  )  peuvenl  évidennnent  s'éerii'c 
(  tJ(<l.,  +  *,)        dR,         dQ,  _^ 


(55) 


dy  dz  dx 

<^(*i-l-'''o)    ^  dQt        dP, 


'  Oz  dj'  dy 

l*usons  niaintenanl 

R=  Iî„  +  R,. 
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NdUS   .UIIIHI 


p.    niiiKM. 


(Kl  liii'ii,  (Ml  vertu  fli'S  égalités  (33),  (  3f))  cl  (  )  i), 
(fttj)  a^(*)  =  o. 

Nous  aurons  aussi 

,^(P)=.a(P„)  +  .a^P.). 
A(Q)  =  A(Q.,)  +  .-a(Q.), 
,a(R)=:.a(R„)4-A(R,) 

(lu  l)i<'u.  i-ii  M'ilu  dos  ('■j^alilés  (33)  et  (^0). 

(i;:)  ..\(P).--^o,      A(())  =  o,      ^îi(R)  =  o. 

Ijilin,  uous  aurons 

,)P        (Ki        dn  _  fn\        dQ.        ()R„        ()P|        (JQi    ^    f>H, 
(j.r         (>/  <i;      "    (^J.-  dj'  J;  Oi  àv  à: 


ou  Itirii.  rn  \nrlu  ilrs  ('•j;alit(''s  (30)  cl  (  |">\ 

(58) 


ji'      <;o      <m 


(  '.ntiinic  les  éu^alités  (^3i)  cl  (5  5)  peimel  leul  d'i  cri 


(  M)' 


ô-f  <n\      ào 

_ô^  '1''   _  ^ 

'    ~  i)y  '^  Tz  t).v  ' 

d't'  on        ÔV 

<)z  O-i  i)y 


on  peut  rcfjaidci'  le  lliéoiéinc-  ('nonci'"  cnmiue  d/inouli c 

I  i-.   (ilicnlions  maintenant  de  condiien  de   nianièn-s  dillcrcnlcs  nu 
jicut  nictlre  une  uicruc  iulc;,nalc  //,  i  ,  n   de>  e([uatioiis  (^v.(i),  sous  la 


(iKNKHXMS.VTION     IilN     TIIKOHKMK     liK     CI.KllSCII .  'Z^') 

forme  (7  ),  «l»  l'iuiil  une  intr';riil(;  dr  r('(|uiili<>ii  iiii\  diliiliilioiis  cl  I',  (), 
K  li-ois  iiil('i;r;ilrs  de  rcMiiiatioii  aux  iiilalioiis,  lirr>  m  ouln-  par  I  rt;a- 
lili'i^Gj. 

Si  <I>,  P,  <^),  Il  coiislilui-iil  iiiir  |)rniiii'-i'0  dcli'i'iuiiialioii  des  qualre 
fondions  dont  il  s'af,nl,  pour  .|ii.'  ( 'I>  4- <I>'),  (I'-hI*'),  (<«>  H- <.>'), 
(|{_^-|{'^  ,.|i  soiciil    une   -crniidi;  dinciiiii liai inii .  il   faul  el   il  suflit  : 

I"  (^iic  tl''  suil  une  inli'';;iale  de  r(''(iualinii  aii\  dilalalions; 

1!"  (^uc  I",<V,  H'soieiit  Irois  inléi;rales  de  r.MiiialiiMi  aux  lolalions, 
liées  par  la  relation 


(Go) 

'}"   Que  l'on  ail 


'in'       ^-        !^ 

lïr    '^  'ôv    '^    ôz 


'Or  "^   à  y   ' 

0: 

ô'i>'         û\'' 

ow 

777  +  Oz   - 

Or 

"àz  "^  o.r  ' 

Oi' 
Oy 

Les  éf^alilés  (Oo)  el  (Gi)  exi^^eiit,  comme  nous  l'avons  \u  an  n"  i, 
que  les  ([ualre  fondions  <1>',  P',  (T,  R'  soient  quatre  foneliuns  harmo- 
niques; dès  lors,  an  lien  d'ex[)rimer  que  la  premiéie  X('Miiie  ré(|nation 
aux  dilatations  et  les  trois  dernières  l'équation  aux  rolalions,  il  re\  ieni 
au  même  de  dire  cpie  ces  quatre  fonctions  m'i  ilienl  les  équations 


(G.) 


(G3) 


A„«P  +  A         ^-  A,  -j-^  +. . .+  A„    ,,„-  =.  o 


dt 


A„  l"  +  A,  -y-  +  A,  -—  -t-. .  .-H  A„  -,—  =  o. 


o'-(y 


a„,.,-a,ï:.-a.,, 


Oi'^ 
.     0"  (  )' 


A„K  +A,^-A,-^-i-...-f-A„^ 


Prenons  trois  fonelinus  liaiiuoniques  l'',  ()',  |{  ,  qui  vérilionl  les 
é^^dités  ((">o)  el  (G'5);  nous  avons  vu  au  luiniéro  précédent  comment 
on  |)ouvait  ecjristiluer  de  sendjlaldes  fondions;  d"a|)rès  ce  que  nous 


2  |<>  I".     ni  IIEM. 

jivniis  \  11  ail  II"  o.  il  r\i>lr  iiin'  foiuliriii  lijirinoiii(|iic  \  ,  (IrliMiiiinéo  à 
mil'  foiictinii  pivs  (lo  /.  li'lli-  i\\\f  \'n\\  ail 

^  ■  ày  Oz  O.i- 


l'iciions  une  de  c«'s  lundioiis  \  .  Des  i''i;alilrs  (()3)  et  (<)/|)  nous 
lirons  sans  prino 

^.(A„\   +A,^-f-...-4-A„-^j  =  n, 

^(^A„\  +A.^+...+  A„-^j=.. 
on  liioii 

(«-)  \„V-A.'iy^...-f-A,^=/(/V 

1 1  au  II''  |iail,  la  comparai  «m  drs  i''i;alili''s  (()i  )  l'I  (,()'|  )  tloiinc 
«|.  =  V  +  F(/\ 
tandis  (pii^  ii's  (■•i;alil(''s  (  fij  )  ol  (')">  )  ilunnriii 

()n  jifiil  dune  l'iioncrr  lr  lli(''i)r<"iiii'  Mii\.iiil  : 

Inr  i  II  tf  lirai  !•  ii.  f.  o-  îles  l'ijiKilion.s  ('^(i)  r/  cV»'  iiiisr  .tous  la 
forinr  ("),  '>ii  *!'  '">/  "/"'  iiili'iirali'  di'  Vr(inatii)ii  aux  illhilalioiis  ri 
où  P,  (J,  U  .V'j///  trois  iiili'iiidlfs  ilf  rrijiialloii  a  in  lolalioiis.  lii'r.s 
fiar  r>''iiali(('  ((\).  Si  l'on  mil,  tl iinr  si-i-oinlr  iiiaiiii-rr.  niflln-  rrllr 
iiilr^nilr  sous  cflli'  iiirinr  foiiiii'.  on  prnl.  mais  ,,n  priil  sriilriiunl . 


(;i:.M:ii  M.i>^  I  ION    n  i  n    riiMUtK.MK    iik   ci.i:!!--!:!!.  a^i 

(iJDlllvr    ail.r    fom-tidlis    \\    (  ».     il    //v;/.v   /nln-linlis    lut I  lllnll i (/ lICS    P', 

<^>',  K'  vi'iijiaid  li'.s  ('•^ulitr.s  ((n  j  et  (G'3).  On  d  alors  à  (tji)HliT  à  la 
fiiiirlioii  <I»  iiin'  fonriion  «P  dèlcrniinci'  à  une  foiicliijii  jnès  df  l, 
iiilfj:iali'  lie  l'i-qualld/i 


A„l'{M-t-   \, — ;V^+...+  A„ 


"     lit" 


^-  o. 


I.î.  <hi  pinl,  SI  l'iiii  pii'frn-.  rlioisir,  jmuir (ijoiiliT  n  la  funr- 
lioii  <1>,  une  (jttrlr(jii<jiic  îles  j'oiivliniis  li(iiiiiniiiijiti-s  <I>  ijul  iiili"j:)riit 
r<-'/iiali()ii  (()?.). 

\|i|ili(|ii<)tis,  (Ml  cITcl,  à  cclli'  l'onrlioii  4>'  la  iiK'-llinilr  dr  M.  ('a\v\ 
\r\\\\\,\\\[\.  La  t'oiiclioii  <l>'(  .r,  r.  ::.  /  )  iiilri^ranl  ['(''(jualioii  (  IlO),  il  en 
sna,  (Ml  pailiciillcr,  de  iihmiic  de  la  l'onclioil  (I>'(^, -^j  "C, /}'  '''"■'^  ^"''^»  '' 
(Ml  s(Ma  (le  iiKMiic  (le  la  lonclidii  I  j'(x-,'_y,  r, /),  lice  à  <I>  (^,  •/;,  "C, ') 
coiniiic,  d'apiès  la  p!'Oiiii('rc  ('fialilé'  (i4),  U (.«.-,/,;)  csl  li(''  à  \ Çz^-r^^'C)-, 
la  foiirlidii  r(  ^,  r,,  T,  /)  iiih'-iiirr'a  donc  r<'(|iiali()n  (  ()(j)  ;  en  c-oiilitiiiaiil 
aiiiHi  de  |)i()(|ii'  (Ml  [ii'oclic,  on  lioiiMM'a  (|ii('  loiili's  les  Iniicl  Ions 

V('MiliiMil   r('M|iiali(>ii 

haiiliv  |)ail,  la  iiii'lliodc  (le  M.  (larl  NiMiniaiin  iiionlic  sans  poini- 
(|ni',  (|Mi'l  (|iii'  soil  riiidici'  /).  la  s('M-ic 

Vôi"V\':„r„t,  t)  _  ()"V  (:_,'„  -.,/)'] 
L  Ol''  ~  àtï"  I 

I  i)/"  '  JÎP  J         ■'■ 

csl  niiiroiiiii'MiKMil  (■oii\iM't;(Milc  sur  la  snrt'acc  S. 
It(''s  lors,  la  s,M■i.■ 


2.V2  P.     DlIIEM. 

coiivtTirt"   uiiirormi'inenl  sur  la   snifare   S   cl   \    diliiiil  iiiii-   fonction 
!7(;.  r,,",  /)  (lui  vcrific  l"c(|iiatioii 

Ao7(:,  r,,  -,  /)  -t-  A,  ^ H-...H-  A„ i-r::; =  O. 


()t 


âf 


(2cla  pose,  il  suflira  de  joiiiclrc  à  la  l'onclioii  <t   les  déteriuinalious 
siiivanlos  de  P  ,  Q',  H  , 

ïo^  y-        1 

()■(.«•,  %-,  :;,  n= ^  /  7(;,r.r,/^    ^  cos  (/?,.r)  - -^cosf//.  r)  L/S. 


\\(x,y,zj)  =  -:^j\arr,X,l) 


-r-  cos( 


'?        I 


car  ces  ilélenninalions  M-iilieul  les  coiidiliuiis  (60),  (Gi),  (03). 

IG.  On  peut  donner  nne  autre  t'orine  générale  de  linteLçrale  des 
équalions  (  2G). 

Soient  a,  c^tv  trois  fonctions  qui  intègrent  ces  équations.  Nous  savons 
que  nous  pouvons  les  niellre  sous  la  forme  (7),  4>  étant  une  intégrale 
de  ré(|uation  au\  dilatations 

(07)  ,0(4»)  =  0 

et  l*,  (),  it  liois  intégrales  de  I  é(|ualioii  aux  rot, liions 

((i«)  A(P)==o,  .■(v(Q)  =  o,  .■a(Il)=^o, 

liées  par  la  condition  ((>  ). 

La  condition  (G),  jointe  à  la  |>ro|Mi>ition  drniontn'T  .lu  n"  î).  nous 
enseigne  ipiil   existe  trois  fondions   A,    15,   ( '.  telles  (|ue  Ion    puisse 
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24'i 


(2a) 


(25) 


,,      OC      ,m 

-  ~  dz        Om' 

^^  "  dx        dv' 

d\        àB        àC 
<).r  0)  Oz 


SubsliUinii^dans  les  ôf;alil(''s  ((W)  les  expressions  (22  )  des  foiiclions 
1',  (^),  II.  Nous  li-oiivons  les  Imis  égalités  r[ue  voici  : 

àA{C)  _  OAjYi)  ^^ 
dy  dz 

,W(\)        ^M(C)  _ 

,M(B)        dA(A)  _ 


ôx 


dy 


Ces  ép;alités  éf|uivalenl  à  la  proposition  suivante  : 

Il  existe  une  fonction  f{x,  y,  z,  t)  telle  que  Ton  puisse  écrire 


(C9) 


df{x,r,z,() 


.a(C) 


dy 

d/{T,  r,:,t) 


Ces  éji'alité-j  nous  donnent 

.  /d\       dU       dC\ 

ou  bien,  en  vertu  de  l'égalité  ('-i'i), 
(70)  A/=o. 


La  riinclion  /  est  dnuc  liarnioniipie. 
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(  '.i>n>i(li'ri>ii~  rc''i|iiali()n 

l'I   ['irlMHI^,   |>()tir  /  =  <1, 

Al=...         -i,,7=o -^j?^-'^- 

Nous  aiiiotis  alors,  (|iii'l  (juo  soil  /, 
(7a)  AF  = o 

l't  la  ('oiu[iaiaisoii  des  (•i;alil(''S  (71)  cl  {~7-)  nous  ilotmora  lo^'alilù 

d'où  (IiToiilciU  1(^>  suivanlos  : 

(73)  r^te)-^^=="' 


Si  nous  posons 


a  =  \       —, 


(74)  i?=I^^-^' 

la  comparaison  fies  cgalilcs  (()())  cl  (75)  nous  donnera 

(7-.)  .•a(a)  =  o,        A^?)  =  o,        ,a(Y)  =  o. 

I^a  comparaison  des  égalités  (23),  (72)  cl  {~'\)  nous  donne,  dail- 
icnrs, 

^7M  5:r  +  ij5  +  i7t  =  "' 
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Uuidis  i[nc  la  comparaison  dos  ('•},'alilés  (22)  cl  (~'\)  nous  donne 


i'-..      0.- 


à(  _  d'i 
,)y         àz 

^y^)  ■--,)z         Ou- 

Ij  0}         O1 

dr        Oy 

<)ii  |>put  iilois  ('■noncor  le  lliéorcinc  suivant  : 

f  /ic   inlégra/r  qiiclcoiifjtir  11.    i\  »v'  des  cfjualiuiia  {'2i)}  petit  s< 
iiicUrc  sous  la  forini' 

"  ~  û7  '^  dy\d^  ~  ôy  )  "  Jl  \(h     '  lïi)' 
^'^^  \''  =  lh-^  ôz  \ôj-  ~  ,fz)~  ÔTr  \ô'r  ~  Ov  )' 


U-,)        dv\dv        d.i-r 


d^  d    /di         d 

'''=Tz^dl\d-z-d. 

où  <1>  {'Si  iiiif  iiili'-<j^i'(tl<'  (II-  l'cfiiialiuii  aux  (lilalallons  <■!  m'i  x.  3.  y 
sont  Irois  inli'i:ralrs  de  l'i-qualinn  aux  lutalious,  ln-rs  par  l'f^a- 
lilc  {-;()). 

Iléciproquruiritt,  si,  dans  les  égalités  (78  ).  on  suhsiilur  à  <I>  ////'• 
inléisrfitc  (iit('tcon([U<'  de  V équation  aux  dilatations  et  à  y..  3,  -■  liais 
inli'^rales  qiirlconijiies  de  l'équation  aux  rotations,  on  obtient  risi- 
hlenient  une  in  te  ivraie  des  équations  (26). 

Reinarque.  —  l'-ii  xcrin  df  l^'^alité  (  ~()  ).  los  L'^alili's  (  -iS  )  |ii'u\riit 
('•"aloincnt  s'écrire 


K-A)) 


«M- 

-  Aa, 

d'V 

-A?, 

d'\^ 
'''  =  dz 

-  >r 

Joiirn.  (le  Mntli.  (Y  si-iic  ),  Imiic  VI.  —  Kasr.  II.  ii)Of> 


:vi 
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CIIAPITP.I':  III. 


nr\  i.dNnni  niMi.  i;t  n.t  \    ihansvers.u., 


17.   Supposons  qiio  les  trois  fondions 

«(.r,  y,  r,  (),  r(x,  y,  :■,  t).         »»'(<",  }'•  ".  /  ) 

inli'j,'r'onl  les  Ocjuations  (26).  Xoiis  pourrons  regarder  ces  trois  fone- 
tions  comme  les  trois  composantes  d'un  certain  vecteur,  variaMc  duu 
point  à  l'autre  et  d'un  instant  à  l'autre. 

Mettons  ces  trois  fonctions,  selon  ce  que  nous  enseigne  le  Chapitre 
précédent,  sous  la  forme 

_  (H       an  _  0>Ji 
à.r         ày         (): 

,  d*        dP        ôR 

(7)  p'  =  5T-  +  ^-^' 

f  6)'I'  â()  dP 

Oz         o.v         t)y 

où  4>  est  une  intégrale  de  l'équation  aux  dilatations  et  où  P,  (J,  R  sont 
trois  intégrales  de  l'équation  aux  rotations,  liées  par  la  relation 

dP       i)()       <m 

(<v)  c)^  +  d;  +  ji  =  "• 

Ce  vecteur,  que  nous  noninierons  le  ////,/•  tolal,  peut  se  former  par 
composition  de-  dru\  autres,  dont  liin  a  |ii>ur  eoiiiposantes 


(«o) 


J'I' 

.■  _  '^''' 

O-l' 

Il  =  —  > 

H'    =    -r- 

O.f 

*  ~  1)}' 

0: 
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liiiiilis  (|iiL'  l'aulre  a  pour  composantes 

...  ;    «     '^''     '^^ 

f     „       an        d\' 

t).r         Or 

lùiidioiis  (|iicl(iiics  proprit'lés  de  ces  flux. 

Le  pieniier,  doniu'-  par  les  ét,'alilés  (Ho),  d('-|)ond  df  l'éipialion  aux 
dilalalions 

(0(«1>)  =  o. 

Supposons  que  celte  équation  soit  du  second  ordre  cl  appartienne  à 
la  caléf^orie  d'équations  aux  dérivées  partielles  dont  l'équalion  du  son 
est  le  type;  qu'elle  admette  des  intéj^a aies  continues  dans  tout  l'espace, 
ainsi  que  leurs  dérivées  partielles  du  premier  ordre,  mais  pouvant  pré- 
senter, de  part  et  d'autre  d'une  surface  variable  avec  le  temps,  deux 
déterminations  analytiques  dillerentes. 

Imaginons,  par  exemple,  que  S  (/ig-  i)  soit,  à  l'instant  /,  une  sem- 


l)lal)lc  surface.  Elle  divise  l'espace  en  deux  réi,nons;  en  l'une  de  ces 
réjifions,  que  nous  nommerons  Vextérieur,  la  fonction  O  est  identi- 
quement nulle;  en  l'autre  région,  que  nous  nommerons  V intérieur,  la 
fonction  $  admet  une  détermination  analytique  difl'érente  de  o.  S  est 
le  front  de  l'onde. 

I^a  fonction  $  devant  être  continue  ainsi  (pie  ses  dérivées  partielles 


3 '(S  t'.     niHKM. 

(lu  |iii'iniiM'  orilro,  on  aura,  sur  le  front  de  l'onde, 

[  C[)  =  „, 

^^"^  j  î^  -  ,)  —  =  o  —  =  o 

1.0  tlii\.  idi'ntiiiucinonl  nul  à  roviéricur  ol  sur  le  t'ronl  dr  loudo.  est 
inlininieiit  petit  en  un  point  intérieur  inlininient  voisin  du  front  de 
Tonde.  Nous  allons  ealculer  ses  eoniposantes  en  un  tel  point. 

Soient  Ma(.r„,  )-„,  r„)  un  point  de  la  surface  S  et  M(x,y,z)  un 
point  int(''ricur  et  inliniinent  voisin  du  point  M„.  l'osons 

.'•  =  ./„  H-  0./,  ^- =:  A„  -h  ov,  :  =  z„-h  oz. 

Les  é-falités  (82  )  étant  vérifiées  au  point  VI^,  si  l'on  pose 

*o  =  *(•'•«<.>•.,. -0,0»  a>  =  «I>(x,j,  ;,  (), 

on  auia 

(S.i  )  -,  -  =  -—^  ce  -h  j  -,-  o\-  +  -. — .^oz. 

^  or  y./',;  dy„  u.r„    •  Oz„  u,r„ 

Supposons  i(U(>  le  point  M  se  trouve,  coninic  le  point  M„,  sur  la 
surface  S;  la  direction  M„M  sera  celle  diiuc  tangente  0  on  Mo  à  la  sur- 
face S,  en  sorte  cpie  l'on  aura 


o./-  =  .M„\Icos(0,./;),      ov  =  M„Mcos(0,j),      cz  =  M„Mcos(0.  z). 
D'autre  part,  en  vertu  des  égalités  (82),  on  aura,  au  point  M. 

-T-  —  o. 
or 

L'égalité  (8.'{)  devirndra  donc  la  première  des  égalités 

_    eos(0,,.)-+--^— ^eos(0,.>)+^,^^^^^-cos^O,=>=o. 

-, — ,—  oos(  0,  x)  -h  -r- — f-  cos(  0,  y)  -+-    ~~    eos(  0,  ;)  =  o. 


(■KNKIl  VI.IS.V  I  ION     I)  IN     TUKOIIKMK     liK     CI.KH.SCII.  2/|() 

IjCs  (Iriix  iiiilics  S  ('■lal)li>>riil  (I  Mlle  iiiiiiiicTc  ;iiiiil()j,^uo. 

Os  (''^alitrs  soiil  vraies,  (|iirl|i'  (|U('  soil  la  laiij:iiilc  0  iiifiiéf.'  par  !<• 
poiiil  M„  à  la  siiifacc  S. 

)*ar  \r  |H)iiil  \ly,  iin'iioiis  une  (l(Miii-iioiiiiaii'  //,  \ers  \' iitléririir; 
|>rciioiis  le  puiiil  M  sur  ccllf  clriiii-iiiinnalc  à  iiiic  dislaiicc  MV|„=  r,it 
(lu  point  \l„;  nous  auions  alors 

0.''  =  on  vos( /li,  ./•  ),  oy  =  o/i  ros(//,,  v),  oz  =  en  rosf//,,  z  ). 

Calculons  les  valonrs  de  //',  i',  tr' au  point  M.  l'^ii  \crUi  des  c},'a- 
lilés  (iSo)  (M  (8)),  nous  aurons 

')     '    '   =    -. — T-»'()s(  «,,  .r)+     -— „     cos(//,,  r)+   ,  — ,— cos(//„  :;  )    c//. 

1  l."'u ''J'u  '-'.' û  '      ".     /  C/Co ''.>o  .1 

'  »v  =    -r r- cos( //,,  X')  +    , r— cos( //,,  v) -h    — -,     cos( //,,;)    c//. 

Mnlli|)lions  iTspocli\cniiMil  les  deux  nicnducs  des  «'■(pialions  (8.)) 
par  C()s(0,  X'),  cos(0,^'),  cos(0,r)cl  ajoutons  membre  à  membre  les 
lésullals  obtenus,  en  tenant  compte  des  égalités  (8  {);  nous  trouvons 
l'éi^alité 

«'cos(0,  x)  -t-  c'cosl^O,  y)  -i-  (r'cos(0,  r)  =  o, 

qui  équivaut  à  la  proposition  suivante  : 

En  un  point  inléricitf  cl  injininicnl  voisin  (Ui  front  dr  l'onde,  Ir 
flux  repirscntc  par  les  ('•quai  ion  s  (80  )  est  injininwnl  petit  et  dirii:c 
xiii\a/it  ta  normale  au  front  île  l'o/ule. 

Il  est  aisé  de  trouver  la  grandeur  de  ce  lluv,  (pii  est 

(8G)  N  =  u'cos(n,;x)  ■+-  f'cos(w,, /)  +  iv'cos^//,,  r). 

Par  le  point  M„  menons  à  la  surface  S  deux  langeulcs  0,  0  .  reclan- 
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f;iilaiios  entre  elles.  .\ous  aurons 

.  coj;-(//,,  x)  +  cos-(0,  ./■)  +  cos-'(0', ./)  -r  i . 

87  )         cosl//,,  >)cos(//,,  J-)  -+-  cos(0,  '\')cos(0,.r)  +-  cns(0',_>')  ros(0', ./)  =  o, 

'  vos(ii,,  :-)cos(/i,,  .1)  4-  cos(0,  z)  cos(0,  .r)  ■+-  c()s(0',  ::)  cos(0',  ./■  )  =  o. 

lui  xerlii  (les  éiialilés  (  •ji'i)  el  (7;)).  nous  |ioii\(iiis  érriiM; 

-TT  <-'os(  Ni,  ./•)  H-  -j — j — cos(«,.  r  )  -f-  -T ï—  cos(  //,,  Z  )  \  C/l  =^  u  , 

I  O.r*         ^  '       ô~i\()}\        ^    '  .'  /        0JCf,dZ(,  _| 

Miilliplions  rcspcclivcmenl  les  doux  ineinlires  de  ces  ég^alités  par 
cos(rt/,a;),  Ortcos(0,x'),  t>nç,o?,{^\x)  el  ajoutons  membre  à  membre 
les  résultats  obtenus  en  tenant  compte  des  éjîalités(  87);  nous  trouvons 
la  premit're  des  égalités 

I        ,  rjn  =  u  ro^{/ii,  .r), 

(88)  —^-0//=  r  cos(/i,-,_r), 

I  -yrr  <>"  ^  "■  cos{n,,  :  ). 
Oz  „ 

Les  deu\  autres  se  démontrent  d'une  manière  analogu*'. 
Ajoutons  membre  à  membre  les  égalités  (88),  en  tenant  ((nuiilc  {\r 
ri''gali|é  (8()  ),  et  nous  Ironvuiis 

(89)  iN  =  A  <I>„  0// . 

L.i  proposition  priMM-dcimiK-nt  (b-montrée  est  la  raison  piniihupicllf  h- 
lluv  repn'senté  par  les  relations  (80)  se  nomme,  l'n  loiilrs  nrcDii' 
Ninnces,  le  /lui:  longiludinal. 
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18.  Occiipoiis-noti.s  niaiiilfiiaiil  du  vectoiir  rci)i('sciil«'-  par  lost'-([iia- 
lions  (8i);  les  trois  fonctions  I',  (),  R,  qui  servent  à  déleiniiner  ee 
vecteur,  sont  trois  intégrales  de  l'équation  aux  rotations 

Inia^'iiiuns  c[uo  cette  é(|uation  soit  du  second  ordre  et  (ju'elle  puisse 
admettre  pour  intégrales  des  fonctions  qui  soient  continues  ainsi  que 
leurs  dérivées  partielles  du  premier  ordre,  mais  qui  admettent,  de  part 
et  d'autre  d'une  surface,  des  expressions  analyticiues  difiërentes. 

Soit,  à  l'instant  /,  S  le  front  de  l'onde.  A  Vexlrrieur,  les  trois 
fonctions  1\  (^),  Il  sont  identi(|uenient  nulles;  elles  sont  diiïérentes  de  <> 
à  l'intérieur. 

ICn  tout  point  de  la  surfare  S,  la  couliiuiilé  di'  la  fouclion  V  el  de 
ses  dérivées  partielles  du  pieinier  ordre  exige  (pie  l'on  ail 

l  P=o, 

(Of»)  ;  d\'  ()v  âv  ô\' 

\Ta=''^        dy="'        7^-="'        j7  =  "- 

Si  Mo  est  un  point  de  la  suiface  S,  si  0,  0'  soiil  deux  tangentes  rec- 
tangulaires issues  de  ce  point,  onaura,  en  vertu  de  la  troisième  équa- 
tion (90), 


,'        C>'J\  .A  N  ^'l'o  /A  X  '^'1 


(!)>) 


D'autre  part,  soient  «,  la  demi-normale  intérieure  menée  par  le 
point  .Mo  et  M(vf,/,  -)  un  point  de  cette  demi-nornude  à  une  distance 
on  du  point  Mp.  Nous  aurons 

Multiplions  respectivement  les  deux  membres  des  égalités  (91  )  et 
(92)  par  cos(0,  ^W",  cos(0', -)S«,  cos(«,-,  :)  et  ajoutons  membre 
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à  miMiil)iv  les  t'ualilrs  olilniuos.  on  li'iiiiiil  CDiiipIc  des  r^alitrs  (8- ); 
nous  trouvons  la  ]»ri'niii''ro  des  l'-galili's 

,)V         ,           ,          Ô-'V^     >.  '^i'         ,  ,  à-\\    ;. 

i   -     f()s(//,,  r  )  =  -T i—cn,         ->-  <"o^^   ",.  1  )  =  j — , -0//, 

^,    '(K>         -  ,         ')'Q,    >  àQ        ^  ^         ,)•-', K.    y. 

-r-    fOS(/^,,    )■)=:-— —    0/1,  -T-    COS(/(,.    .(•  )   =    -; YT'^"' 

I^es  cinc]  autres  s"('tahliss(?nt  d'une  inanièn"  analotriie. 
I^cs  ('1,^11^08  (Hi)  et  (9^)  donnent  iniuiédiateuKMit 

«"cos(w,,  .v)  -4-  (•"cos(«,,  y)  -+-  n-"  cosf//,,  r)  -^  o. 

IVni'i  II'  |(roposilion  suivante  : 

/ùi  un  poi/il  inlt'ricur  à  l'oiidc  et  in pnimcnt  voisin  du  front  ilr 
l'onde,  h'  /In.r  représenté  par  les  éiia/ilès  {Si)  est  in fininu-nl  petit 
cl  parallèle  an  plan  latiaenl  à  l'onde. 

("/est  pour  rappeler  cette  proprii'lé  cpie  l'on  donne,  d'uni'  manière 
générale,  an  llu\  repri''senl<''  par  les  /■iialités  (  Si  ).  le  nom  {\*'  Jln.r 
fransiersal. 

\jr  ll)(''orèine  déniontié  aux  n"'  I  I  el   \*2  penl  alors  si-noneer  ainsi  : 

/.'"  ////./•  total  qui  vérifie  les  é<ialilés  (  2()  )  s'ohlienl  de  la  manière 
la  plus  'j;énérale  en  eoniposant  un  flux  lom^iludinal  qui  dépend  de 
l'équation  aux  dilatations  et  un  /Ju.r  //■ans\crstil  qui  dépend  de 
l'équation  aux  rotations. 


(;km»h\i.is\tion    u  un   tiikuhkmk   dk   ci.kkscii. 

<:iiAiM'n!i*;  iv. 

f.OlATIONS    AIX(.I|:KI.LI:S    s'AI'IM.I(jrK.\r    LKS    considérations    l'llfi:f.l)R.MKS. 


lî).  l'aiiiii  Ifs  ('■(|ii;ili(jns  im\(|iicll('s  s"ii[i[ili(|ii(iil  les  coiisidriations 
précédentes,  nous  ciLcrons,  en  picniii-r  lien,  les  r(|iialions  des  petits 
mouvements  des  solides  is<)li()[)es.  A\ec  les  notations  de  I.amé.  ees 
équations  s'écrivent 


1        <J-l'  4  /-s  .0» 


Elles  sont  de  la  forme  (-26). 
L'équation  aux  dilatations  est 


?^  -(A  +  --ia)A0  =  o. 
L'écjuation  aux  rotations  est 

Les  conditions  di;  stabilité  donnant  les  flcnx  iiK'^alités 
X+aa^o,  a^o, 

ces  deux  écpiations  sont  de  la  forme  de  Vrqualion  du  son  : 
^  -  "-Ao  =  o. 
Ce  cas  est  celui  que  Clebscli  a  considéré. 

Journ.  de  Mallt.  (j"  série  ),  loiiie  VI.  —  l-'asc.  II,  1900.  *■' 
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20.  I,<"s  ('(nialinns  (91^  ronlVrmenl  comme  cas  j)arliciili<T  1rs  <'(|iia- 
lions 

.  -  ,de 

ulAm  -i-(A-(-u.)-^-  =0, 

-   '  \  I      .  -  àe 

(<)•"•>  <  u.  Jk»-  -t-  (  A  -+-  a  )  -r-  =  o, 

aA«-  +  (  X  -I-  u.)  -r-  =  o, 
'  '   '  Oz 

qui  sont  les  ('([iialiousdc  r(''(niilihi(^  dclaslicilé  pour  un  soli(l(^  isnli(i[ic 
soumis  à  des  forces  exclusivement  appli(]uécs  à  sa  surface.  i/é(pialioii 

aux  ihlalaliuiis  cl  Teipialiori  aux  rolalions  sont 

\Q  =  o.  Mi  =  o. 

Ce  sont  des  rqualions  de  Laplace. 

Ainsi,  lorsqu'un  solide  isotrope  est  soumis  à  d<'S forces  a/iphquerx 
ciclusiveniertt  à  la  surface  qui  le  leiniirie,  les  composantes  du  dé- 
placement peuvent  être  mises  sous  la  forme  donnée  par  les  éisaliti'.s 
((\)  et  (7\  <I>,  P,  (^,  K  étant  quatre  fonctions  harmoniques. 

21.  Nous  citerons,  en  second  lieu,  les  c(jualions  des  petits  mouvo- 
meuls  adiabatirpies  des  fluides  compressibles  el  viscpieux. 

Si  Ton  désip;ne  par 

z  la  di'nsil(''  du  iluide. 

n  la  pression. 

//,  r,  ir  les  composantes  de  la  vitesse, 

a  et  V  deux  constantes, 

les  équations  des  mouvements  finis  des  lluides  conq)ressil)les  et  vis- 
queux sont  les  équations 


Cofi) 


1  on  _ 

P   £>X 

Ou 
di 

Ou 

-h  U  -. h  1 

Or 

Ou              Ou 
df            dz 

—  U.A//  - 

d» 

1  dn  _ 

dv 
dt 

Or 

dy    ,       Or 

—  u.  Ac  - 

d» 
-'dy 

I  on 
}Tz  - 

d^v 

dt 

d>r 
-h  II- H  ( 

t>.e               <J.c 

—  aA»v  - 

d*» 
-'dz 
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iiii\(jiii'lli's  il  laiil  joiridif  r<'-i|Uiili(>ii  (!<■  coiilimiili' 

Si  Ir  llllidr  ol   ailillir  (illll   llKill  \  riiicll  t   I  rrs  |irlil   ail   Noisilia^'"'   (1   UIH' 

|)()sili(in  (rrqiiilibic  où  c„  ol  'l\  soiiL  sa  tlriisitr  <i  >a  |iMii|»''ialiii<'  iini- 
roinii's,  les  r(|ualifms  précédciilcs  dcxioiiilioiil,  iii  m'j^liuraiil  les  inii- 
iiiim.'iil  prlils  d'oidn'  sii|M''ii(Mir  au  pii'mii'r. 

I     c/ll  t)ll  ,  <)» 

Pu    ().V  Ol  '  U.l 

u  I  m      Os-         .  àH 

I   dn        (hy  ,  (>» 

—    ^ U.âU-    —    V  -r-  ■ 

1,  àz         Ol         '  (>; 

Si  les  petits  mouveineiits  eu  (|iieslion  sont  supposés  adiabaliipies. 
aux  ('-(juations  précédentes,  il  faut  joindre  la  loi  de  délenle  adiabatiipie 

(loo)  n  =/(  p,  c„,  T„  )  =  V(p). 

MoNcnnant  i'é(|ualion  (  loo  »,  ré(|ualioii  (  qtj't  devient 


à-  W    _  _  ^    f/l'ip,,)  (>* 
rfJdï  ""  "~  '^"     f/pt,      ^-  ' 

rfMl  ^    rfl<"(p„).<>«^ 

*^'^')  j 'jyot  -  "  ^"~d^  oy 

l 'illérenlions  les  équations  (^()8  )  par  rapport  à  /.  en  tenant  eoniplr 
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des  cijualions  (loi),  cl  nous  lioiivons  les  é(|iialions 
(J/'         •   ai  </po     Ox  dt  Or 


(102)  '    ,^  —  tx-r-  Al- -r- i '^  t;  T"  =  "» 

^  '   ài-        '   àt  </?„      Ov  dt  ()y 

Ces  équations  (102)  sont  du  type  (2G). 
L'équation  aux  dilatations  est 

— r y^^A0  —  ([J^-t- v)  -j7A0  =  o. 

Jl-  (i/o  ^  '  ■^  ât 

L'équation  aux  rotations  est 

D'aillinirs  les  é(jualions  (9H)  nous  nioutreul  iuiuiédiatiMuenl  ([ui'  Ir- 
rotations  vérifirnl  ré(|ualiou 

^  -  uAQ  =  o, 

<)t       '  ' 

(|ui  est  \'rf/ri(i/iii/i  dr  lu  rondnrliUHilr  de  ht  i-liah'iii\ 

*1*1.  (  )u  (il)lii'Ml  un  l\|n'  l)rauc()U|)  plus  i^c'-néia!  (rt'(|ualii>us  au\- 
(lucllis  s"apj)Ii(|U('iit  li's  considérations  précéiionlcs  l'ii  traitant  le 
|iroblémc  de  la  luopagalion  des  actions  élcctri(jues  dans  un  milieu 
liomof^ène  qui  est  à  la  fois  conducteur  et  (iiéleetri(pie. 

Si  l'on  désij;;ue  ywv 

i  la  constante  des  lois  île  ( -ouhjuili, 

a^  la  constante  des  actions  clectroiua^Miéliques, 

l<  la  constante  do  Ileludiolt/, 

i  la  résistance  électriipn"  spécifique  du  iiiilieu, 

F  son  cocrileiiMil  de  polaiisati<ui  diélectrique, 

f  son  cocllicii'nt  daiinanlation, 
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les  tliriirics  de  Hcliiiliull/  iimnliciil  ijiu-  li's  (■<mi|>ns;iiil('s   \,  V  /  ilii 
(•li;iiM|)  ('li'ctiiiiiic  MM-ilicnl  les  ('■(|ii;ili(ins  : 


A- 


X?  dr 


(io3) 


'i-rt'(i  +  41^/")  «^'V         ,         ,1'/         ,      /v"    '         "  tv 

4-ô(i-h4-/)  «^  _  (i+4--.F)(i+4^/)-/.   d^^   ^  ,j 

Xp  <>y  /.■  àyôt 

4j^MjJi4^/)  <^»  _  (I  -4-4T:eF)(i  +  4"/)-^-    ')'H    ^ 


Ces  équations  sont  du  lypo  (sC)). 

[/•'(Hialion  aux  ddatalious,  que  vérifie  égalcnieul  ia  fonction  poleu- 
lirllc  t'|e(ii()slali(|ui'  \',  est  la  suivanli' 


J'H 


.,  ,  J-H 


l/équation  aux  rotations  est 

i)  .,.       ,      ,,.          ,     /-v'^'-       4-«'(i -+-4-/")  J'ii 
^Ai2  -  {::./- ]• ,  .  +  ,t:/)-^ ^ -^  =  o. 

Mais  on  inontii-  (liicclenn'iil  ([ue  les  trois  rotations  et  les  trois  cou 
posantes  L,  M,  \  du  rli;nu|)  uiai;ui'-lique  véritieni  ré(juation 


Ail-  {-«Mm  1+4-/) 


ùi- 


\-a\\  -t-4-/)  ^  _  „ 


(|ui  est  Vi'qualioii  des  lcL'<^raphistfs  gcncralisci',  olijet  d'une  Note 
de  M.  Boussinesq  ('). 


(')    \  oir  un  Article  de  M.  Blondiii  dans  la  A«wjè/e  e/ec<r«^«e du  o  mars  1894. 


iî^8  !•.    m  IIP. M. 

*25.   Si  I On  suppose  (|ii('  !<•  rnilicii  m'  soil  paï  dit'loctrifpie, 

F  =  ... 

!'•<  «'-(pialions  (  io3  )  dcviominil 

4i;a'(i-^4^/)  d'X  _  ^  .^ 
(  I ■>  i  )  _  \-('-^Â-/)  ^  _  '  "L^ -/-^   rf^  ^ 

cl  deu.v  analoj^iics. 

Ces  éipialions,  qui  réfifisscnl  la  propa^^ation  de  rélectricilé  dans  un 
milieu  roiiducleiir  non  diélectrique,  se  lauiènenl  aux  équations  (  102) 
des  petits  inouvenients  adial)ali(pies  des  fluides  visqueux,  si  Ion  icui- 
plare 

\.  Y  ,  Z  par     1/.  r.  n  , 

4it««(H-4T:/)  ' 

(1  +  47:/— X)p 

' — ^'^ ——     i)ar  V 

47r«'A(i  +  4':/)     ' 

4,  par      ^>. 

C.i'lli'  remarque  a  éli'  faite  jiar  ilchiiliollz. 

'li.   Si  l'on  suppose  i\uc  le  milieu  ne  soit  pas  coiulueleur. 


I.--  équations  (  lo.S  )  deviennent 

,,„:,)  .y       (I  +  4ncF)(i  -f.4r/)-X-  (^e  I  _  . 

"t  di'u\  analoj;ufs. 
1  >  ailleurs,  dans  ce  cas,  on  montre  directement  ipu'  \,  ^  ,  /  MMitiiMit 


GKNKn.VI.lSATION     DUN     THEORKMK     Dp:    CI.EBSCH.  2  l<) 

es  ('■(nialioiis 


dos  ('■(jiialioiis,  (jiii  rêgisscnl  la  propagation  des  aclions  ('•l(.'rliu|ins 
dans  les  corps  dii'-lcrti-iqiK's  isolants,  se  ramonent  aii\  é(pialions  (  9']  i 

drs  [ii'iiis  iiH)iiM-mriii-<  (les  cucps  élaslirpies  isotropes,  si  l'on  ii-riiplae.- 


par 

II.  f,  »\-. 

par 

^ 

par 

X  -h  IX 

(I  +4"sF)(i  +4V)-A 

On  voit  que  le  lliéorènie  de  Clcbseh,  ofénêralisé  comme  nous  Taxons 
indi(|ué  dans  cet  écrit,  trouve  son  emploi  dans  les  (pu/slioris  les  plus 
\ari(''es  de  la   IMiysi(jiie  niallii'-nialirjue. 
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S(ir  les  (''(jiKitioiis  iiuh''h'iinh(vv>  à  deux  et  trois  V((ri(ihl('s 
(jui  n'ont  (jii' un  nombre  fini  de  solutions  en   nombres  entiers 

Pak  m.   Edmom)  maillet. 


I. 

Soit 

(i)  V(x,  y)  =  o„(x,  y)  -+-  9„_,  ( x,  j)  +. . .  -f-  9„  =  o, 

une  équalioii  algoljriijuo  à  deux  variables  et  à  coefficients  entiers,  où 
ç,(ic,  y)  est  l'ensemble  des  termes  de  degré  i  de  F(x,  y). 

Quand  on  cherche  à  résoudre  en  nombres  entiers  réels  les  équations 
de  la  forme  (i),  on  peut  les  diviser  en  deux  grandes  classes  :  i°  celles 
qui  ont  un  nombre  limité  de  solutions;  2"  celles  qui  en  ont  une  infi- 
nité. On  connaît  des  exemples  d'équations  des  deux  classes,  par 
exemple  ('),  dans  le  cas  où  n  =  2.  Quand  //  >  2,  l'équation  (i)  n'a 
qu'un  nombre  limité  de  solutions  en  nombres  entiers,  si  elle  repré- 
sente en  coordonnées  cartésiennes  une  courbe  dont  toutes  les  asym- 
ptotes sont  imaginaires,  ou  pour  laquelle  l'équation  ^„(i,c)  =  o  est 
de  degré  n  en  c,  et  n'a  que  des  racines  imaginaires;  dans  d'autres  cas, 
au  contraire,  elle  aura  une  infinité   de  solutions  :  ceci  a  lieu,  par 

(')  l'o//-,  par  e\en)|)lo,  Ifs  ]'orlcsungen  iibcr  Zei/itc/il/irorie  de  DiricUlnl  et 
Deilfkiiul,  3' édilion-,  p.  128-283;  iSjy. 

Joiiin.  de  Math.  (5'  scrio),  toiiic  VI.  —  Fa?c.   M,   kjoh.  34 


2()2  KI>.     MMI.I.ET. 

exemple,  si 

F(.r,  y)  =  (a^'j-  -  3a'.r  Y  -  (  ^^Y'.r  -  v;i'.v)'(  av'  —  ^a'  )''  »  =  c. 

a.  a  ,  ^,  3',  Yj  y'  élanl  des  eiitieis  salisfiiisaiil  à  cerlaines  roiKlilions('). 
Lagraiige  (')  a  applitjué  les  propiiélés  du  dcveloppcnient  des  ra- 
cines des  équations  en  fractions  continues  à  l'étude  du  cas  où 

Supposons  ici  que,  dans  (i),  V(x,y)  soit  arilluuéliipicnienl  irré- 
ductible, c'est-à-dire  ne  soit  divisible  par  aucun  polynôme  de  degré 
plus  petit.  Nous  allons  démontrer  l'existence  de  nouvelles  catéijories 
d'équations  (i)  n'admettant  qu'un  nombre  limité  de  solutions  quaurl 
«  >  f .  Nous  indiquerons  éi^alement  une  extension  aux  écpialions  indé- 
terminées à  trois  variables. 

IT. 

Adnieltons  que  (  i)  ail  une  inlinitéde  soUilions  :  on  pourra  toujours 
trouver  une  solution 

(2)  .T=p,         y  =  q, 

telle  (pic  l'un  au  moins  de  ces  deux  nombres  /),  par  exemple,  soit  aussi 
•rrand  qu'on  veut,  a\ccpi'q. 

Le  point  (2),  en  coordonnées  cailésieiiues,  est  sur  la  coui'be  1'  ^  o, 
et,  par  suite,  sur  une  des  branches  inliuies  réelles,  c'est-à-dire  au  voi- 
sinafje  d'une  asymptote  réelle  de  F  =  o.  Il  y  aura  une  inilnilé  desolu- 
lions(2)  situées  sur  une  de  ces  branches  au  moins.  Considérons  le  cas 
où  l'asymptote  de  celte  branche  a  son  coefficient  angulaire  c,  lini. 


(')  l'oii  noire  Note  des  Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences.  Inscriptions 
et  ndles-Lettres  de  Toulouse,  p.  182-2  i3;  189.J.  Nous  y  déleriniiioiis,  en  paili- 
rulier,  les  équations  inclclermini'es  à  deu\  varial)li'>  i|iii  eiil  uiu'  iiilinilé  de  soiii- 
lions  entières  x,  y  données  par  tous  les  termes  de  dciix  sii,ic^  lécurrontes  du 
second  ordre  et  de  même  loi,  l'une  pour  les  j-,  l'autre  pour  les  y. 

(')   Œuvres  complètes.  I.  11,  p.  (363  el  suiv.;  18G8.  Gaulliier-Villars. 
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(\  riant  racine  simple  de 

(3)  oJi,r)  =  o, 

cl  nesl  |)as  |)aiallili'  aii\  a\<'s,  et  prenons  des  solutions  situées  exclu- 
sivenienl  sur  celle  liraiiclic. 
Posant  alors 

CI)  f/  —(c,-h  i)p  =r,p-hi, 

0  IciHJanl  \rrs  une  limite  Unir  ipiand  \r  [loiiil  (^2 j  s'éloigne  à  Tinlini 
sur  la  hranelie  inlinie  considérée  (  '  ),  nous  aurons 

i  ?'(/^  7)  ==  ?<(/'.  '•./'  -+-  '^)  =  "aip,  <\P)  +  \  -i'.ip,  '-.p)  -^  Ao- 
f  =/^'?/(' '<■•!)+  ~p''o](i,c,)-h  Ao\ 

0],  9J,  ...  étant  les  dérivées  de  ■p,  par  rapport  a  y.  (r)  devient,  puisque 
?«(i.'-,)  =  o, 

((i)  /'"''f^>?;/'.'',) +?„-,(■,'•,)] +  IV^"  % 

15  restant  limité  ({uand  le  point  (2)  s'éloigne  à  Finlini  sur  la  branche 
inlinie  considérée,  et  0  tendant  vers  la  valeur  ^/racine  de 

(7)  '^?,'X'»t-"f  )  +  ?«-.(',  ^•,)  =  <>; 

^/est  bien  lini,  puisque  s^X',  t^i)  7^  o,  (3)  n'ayant  pas  r,  pour  racine 
double.  Alors  î  et  5  —  </sonl  aussi  petits  qu'on  veut  (juand  p  est  assez 
grand. 

(^eci  posé,  soient 

les  racines  finies  de  (3  );  on  aura 

)   ?«(•*•>/)  =  «a(>'-c, -y)- ••(r-C),x-)x-"->, 
(  ?«(f,c)    =ai(c—c,)    ...(c  —  c>,); 

(')  Comparez,  par  exempte,  Pruvost,  Géométrie  analytique,  l.  I,  p.  807;  1888. 
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admettons  quo  9„(i,  c),  considéré  comme  polynôme  de  degré  n  en  c, 
ne  soit  pas  irréductihlt',  c'cst-à-dirc  possède  un  diviseur  rationnel  à 
coefficients  entiers  de  degré  <  n,  ce  qui  a  toujours  lieu  quand  A  <  n: 
on  aura 

j   ?„(-r,  V>  =  'i^A(-r,r)V»('^''r)' 
(  ?«1',0    =  ■!*('>  c)  •]/„-*(,  r,c), 

■\it{i,  c)  et  '!„-*(  1.  c)  étant  deux  polynômes  à  coefficients  entiers,  dont 
le  premier,  de  degré  A,  est  irréductible  et  a  c,  pour  racine,  et  dont  le 
deuvièmc  est  de  degré  n  —  A. 

La  droite  ^-  =  c,x  coupe  la  courbe  K  =  o  en  un  nombre  fini  de 
points;  si  x,  est  la  plus  grande  des  abscisses  finies  de  ces  points  d'in- 
tersection, et  si  Ion  prend  dans  (2) 

(n)  /'>-r., 


(12) 


puisque  '\k{PiQ)  6St  entier;  0  et  y]  restent  finis  quand /j  croit  indéfi 
nimont,  car,  par  exemple, 

V  -  a-^i  /'  =  y  -  ''I P  -^  (^.  —  f*-^i  )/'• 

c,  —  r*^,  étant  fini,  et  y  —  c,/?  différant  de  d  d'une  quantité  qui  tend 
vers  o  quand  p  croît  indéfiniment.  On  en  conclut 

M^,  o„(/),<ir)>Oyi/)""*-^ 

Alors 

F<  /(.  Y  )—  ■^„('/),  y  )  =  —  9,,=  9„_,  4-  9„_3  +  . .  .4-  9„. 

cl  le  dernier  membre  doit  être,  (piand  p  est  très  grand,  sur  la  branche 
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iiifiiiio  considérée,  au  moins  de  Tordre//'"*.  Ceci  appiiriiil  maiiili'iiiinl 
impos.sild(j  (piaml  on  a  (') 

(  I  1  )  9„_,  (  I ,  ^,  )  =  "in  2 ( I ,  c,  )  = . . .  =  o,,.  *(  I ,  ^;,  )  =  o. 

Nous  en  concluons  ce  lliéorènie  : 

TiiKoiiiiMi:  I.  —  Soil 

(i)  F('i''7)  =  ?«('<^.  r) +  ?„-,-+-•  ■■+?o=o 

l'équation  d' une  courbe  al<^élirique  de  degré  n  à  coej/icients  entiers, 
F  étant  arilhniétiquement  irréductible,  sans  que  o„(/',  y)  le  soit,  et 
cp,  étant  l'ensemble  des  termes  de  degré  i  de  F. 

Si  c,  est  une  racine  simple  léelle  de  l'équation  o„(i,  v)  =  o  de 
degréX,  '\//,(i,c)  un  facteur  irréductible  de  degré  li<^n  de  cp„(i,  c), 
qu'on  suppose  exister  et  qui  admette  la  racine  c,,  l'équation  indé- 
terminée (i)  ne  peut  ai'oir  sur  la  branche  infinie  dont  l'asymptote 
a  pour  coej/lcient  angulaire  c,  un  nombre  infini  de  solutions  en 
nombres  entiers  que  si  l'une  des  quantités 

9„_,(i,f,),     9„_o(r,c,),      ...,      ?„-a(i,c,) 
est  différcnlc  de  o. 

Nous  nous  conlcnlerons  de  signaler  qu'on  pourrait  établir  un  lliéo- 
rènie semblable  dans  le  cas  où  ^«(i,  c)  =  o  admet  c,  pour  racine  mul- 
tiple. 

Examinons  maintenant  le  cas  où  une  branche  infinie  de  la  courbe  (i) 
a  une  asymptote  parallèle  à  l'un  des  axes  de  coordonnées  et  à  distance 
finie,  par  exemple  à  Taxe  Oy. 

Soit  X  =  d  celte  asymptote;  elle  coupe  la  courbe  en  un  nombre  fini 
de  points;  Tabcissc  x  d'un  point  situé  sur  la  branche  finie,  quand  i 


C)  Dans  ce  cas,  en  effet,  <f„-i(f,c),  par  exemple,  (  1 1  <£  A-)  est  de  la  forme 
'l'itC'j  c)4'n-*-i(',  c),  et  On-i(p,  </)  est  d'ordre  <p"-k-i+\i.^  cgiui  de  'f„(/',  q)- 
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psl  assez  grand,  dillÏTC  de  </ d'aussi  pou  cpiOu  \cul.  (M.  |>ar  suilo.  ne 
poul  être  entière,  que  d  soil  entier  ou  non.  Donc  : 

Le  long  d'une  brandie  infinie  dont  l'as\  niploïc  est  [>ai;dli'le  à  liin 
lies  axes  de  coordonnées  et  à  distance  iinii'.  rr'(iiialion  (  i  )  iiii  ([iriiii 
nond)re  fini  de  solutions  en  nombres  entieis. 

(  )n  en  conclut  : 

Corollaire.  —  Tout  élanlposé  comme  au  ibéorème  I,  si  les  racines 
réelles  :^  o  de  o„(i ,  c)  =  o  sont  toutes  simples,  si,  de  plus,  les  asym- 
ptotes parallèles  aux  axes  sont  toutes  à  distance  finie,  soit  A  le  degré 
maximum  d'un  facteur  irréductible  de  o^(t,r),  avec  h  <C.  n ,  si  les 
|)olynomos 

s,,     ,(!,'■),        Ç,„_.(f,c),         ...,        0„    a(|,c) 

^'Hit  ilivisibles  par  o„(i ,  c)  ou  identiquement  nuls,  réqualion  (  i  )  n"a 
'|n  un  nombre  lini  de  solutions  en  nond)rcs  entiers. 

Nous  croyons  devoir  signaler  comme  particulièrement  intéressants 
les  cas  où /r  =  1  ou  2.  Si/i  =  i,  il  sut'lil  (pie  o„-,(x, y)  =  o  identi- 
quement pour  que  ce  corollaire  soit  a|)|)lical)le,  si  />•  =  3,  il  suffit  (pie 
o„_, (./;,_>-)  =  o„_2(.r,v)  =  o  identi(pi(MHenl.  Mais  nous  allons  voir 
((u'on  peut  alors  aller  j)lus  loin. 

I"  /,  =  I .  Nous  allons  l'iablir  le  tln-orème  suivant  : 

TiiKoiiKMK  il.  —  //  n'existe  aucune  équation  indéterminée  irré- 
ductihle  F(j-,  y)  =  o  à  coefficients  entiers  ayant  une  injinilé  de 
solutions  en  nombres  entiers  sur  une  hranclw  infinie  de  la  courbe 
F  =  o  telle  que  le  coefficient  angulaire  de  i asymptote  soit  rationnel 
et  rfz  o,  si  ce  coefficient  est  racine  simple  de  çi„(i ,  c)  =  o. 

Si  les  coefficients  a/igul/jires  réels  des  asymptotes  de  K  =  o  sont 
tous  rationnels,  f^  o,  el  différents,  F  =  o  na  qu'un  nombre  fini  de 
solutions  en  nombres  entiers. 

\'m  ellel.  Mil  a 

ç,„(.r,  )-)  —  (y  —  '■,./■■)•]/„.  ,(  ./•,  \'\ 

f,  éunt  le  coefficient  angulaire  ratiuiind  d'une  asMiqilolc,  cl 
la-if-^)/)  ""  polynôme  homogène  en  ,r.  y  de  degré  //  --  i   tel  ipic 

'\n-  ,n,C,):7^0. 
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iJ'aprôs  (/(),  c  est  ralioiincl,  ainsi  ([iic  d  d'aiiivs  (7). 
?ou    r-,  =  7-,    >/,    et    /;,    cl. ml    ik'iix    ciilicrs    piriiiiris    imiIic    eux: 
d'après  (  3), 

h,  q  —  (i,p  -4-  0^,. 

iii'i  oA,  est  entier;  A,  étant  lini,  oA,  didén'  d'aussi  jirii  i|ii"(iii  \(iit  «Ir 
la  valeur^//;,  donnée  par  (7),  ce  qui  exige,  quand  p  est  assez  i,aand. 
puisque  db^  est  un  noinl)re  déterminé  indé[)ondanl  de/v. 

C.A,  :=  ilh^  =  un  enliei- (l(''li'iiiiiiié  —, 

et  les  points  /j,  q  sont  sur  la  droite  h, y  =  «,  .r  H-  ro  el  sur  la  courbe 
F  =  o;  ils  ne  peuvent  donc  être  en  nombre  infini,  puisrpie  ]•"  est 
arillunéliqucment  irréductible  (  '  ). 

■<"  k  =  2.  ^'ous  allons  établir  le  tbéorènie  plus  géni'ral  siiivanl  : 

liiÉoinoME  m.  —  Tout  claiil  posé  coininc  au  premier  (ilinéa  dit 
thcurèmc  I,  supposons  que  o„{x,  y)  admette  le  facteur  simple  irré- 
ductible du  /■"■""■  de^rré  (»)(/•>  2  ) 

/(•^'  y)  =  î^-o "'■'  -+-  y- ,  •'•'" '  .V  -H ...  H-  y.,  y' 

à  ruej/leients  entiers.  Soit  r,  u/ie  racine  réelle  de 

a„  +  a,  r;  +. .  .4-  a.,.c'' =  o, 
~  /«  /'"'""'  réduite  du  développement  en  fraction  continue  de  c,.  el 

9„_.(f,rv)^0„_,(l,o,)=..._o„_^._,^(,r;.)  =  „, 

?«-ix(f,c,)  7^  o        (u.>i); 
on  aura  (  Lagrange) 

/Wi^'/^r'    '"  (o<co</--2), 


(')   Voir,  par  exemple,  noire  Note  déjà  citée  des    Mémoires  rie  l'AcaHcmie 
de  Toulouse,  p.  190  el  siiiv. 

(•)  On  peut  parfailenient  supposer  r=z/t. 
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C  élan/  une  quantilc  fmit^  posilh-e;  sur  la  branche  infinie  de  V  =  o, 
qui  a  pour  asymptote  y  =  c,a7,  l'équation  F  =  o  n'a  qu'un  nombre 
fini  de  solutions  en  nombres  entiers,  si  l'on  n'a  pas 


[;.<(/•-  1 

—  w  )  (  /•  - 

■      (M  ), 

ou 

a  =  (  /•  —  I  —  w  )  (  /• 

-  co), 

i<2/e-'^', 

l  éinnt  une  quantité  finie. 

Fn  cfTct.  supposons  que,  le  long  de  celte  branche.  F  =  o  ail  une 
iniinilé  de  solulions  (2)  on  nombres  enliers;  on  aura 

7  =  r,  /7  4-  0, 

0  élant  aussi  pelil  qu'on  veut  quand /)  est  assez  grand;  d'après  (6) 

o|^„(i,c,)  -f-r,J  -H^^r7[?«-,i(",c.)-)-Yl,j  =  0, 

r;  et  y;,  étant  aussi  petits  qu'on  veut  quand  p  est  assez  grand. 

Nous  pourrons  d'ailleurs  supposer  c,  positif  :  s'il  était  négatif,  il 
suffirait  de  considérer  l'équalion  déduite  de  F  =  o  en  changeant  x 
en  —  ./'. 

Alors  on  peut  prendre  p  assez  grand  [lour  (|ue 

1  étant  fini  et  diflérant  d'aussi  peut  qu'on  veut  de 

lf«-|l(l,Cl)| 

La  fraction  -.  quand  p  est  assez  grand,  sera  conq)rise  entre  deux 

réduites  consécutives  du  développement  en  fraction  continue  de  c, 
convenablement  choisies,  ou  coïncidera  avec  l'une  d'elles,  et  l'on 
pourra  trouver  une  réduite  de  dénominateur  assez  grand  jioui'  qin- 


KoiAiioNs    im)i:tkiimim:i:s    \    rii;i  x    kt    ii:<>is    \  \iu  mii.ks.         ^(m) 

'  lie  snil  iiiis  cimiinis  crilti'  ih'uv  n'diiilrs  ilc  (li'iioiiiiiialcur  an  iiKjiiis 
/'  '  ' 

.'•-.il.  <  >ii  pciil  donc  lioiiM'i   liuis  iL'diiilrs  ((Hisiriiin  l's  — .  'L'l:ii,  'U'zA , 
Icllrs   iilli'  '    .-oit  CDliiplisr  Cllll'  les  di'lix  idcm  Irrcs  sans  Irlli'  l'iilrc  IfS 

'     /'  ' 

dru \  secondes,  ou  soi I  c^alc  à  la  dcuxicinc.  (  )n  en  com(  lin  a  dahord  ('  ) 
Va\  Mic''ine  leiiips  on  ,1  I  nn<'  di's  deux  ln<'':;aiil(''s 


'^'1  =  1/;       '' 


el,  de  [)his, 
I)  aulie  [tail, 


\pi,^l     ''\-\7> 


7/- 


lA'/lHl 


'/        .    I  _  ^  ^    ^   <      ' 


-  —  r   h>  I  '^^!-^  _  c    I  ^  \'J±t2  _  ,.  I 


cl(^) 


On  on  coucl\il 


I  i>i,+i 


1/ti-i  llitl 


P/,, 


Ph+1  Ph+Z  >■   PliuPh^i 


•('5)  ■>■h^l'■^Pl^^^>Pl*^• 

()i'.  on  a,  d  a|)iès  [,ai;iMniiC  (  '), 

'  _    /(Pintlu) 

on  li  lesle  lini,  si  ^land  (|ne  soil  //.  Si 


(')  Sf.iihet,  .il:rèhit'  supérieure,  t.  I,  •>' édilion,  p.  17;  1880. 
(•■')  Ibid..  |).  I,!. 

(')   Iaovwux,  Jourmil  du  MiUlicinali<iucs,  |i.   riô;   iS.">i. 
Journ.  de    Molli.   (5' série),   lorno  VI    —   l'a-r.  II.   1, ...... 
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0  étant  tinc  (]u;iiilili''  positive  cl  finie,  on  a 

,-■-,.,>  fi 

c'esl-à-dirc,  C  étant  une  (jnanlilé  finie  positive, 
d'où 

P/,.2iCp-^:,'~"\      /'A.3^  C/);;7^-'f  (7-'>,'-'~""- 

D'après  (i5) 

ce  qui  donne,  ou  bien 

(i6>  a<(/— 1  -  w)(7-  —  a))  <;■(/•-  1), 

ou  hien 

(i-)  a  =  (r-i-oj)(r-M),  i<2/C'-'-^'. 

Pour  les  petites  valeurs  de  w,  ces  formules  ne  donnent  pas  un  ré- 
sultat plus  avantageux  que  le  théorème  I  ;  ainsi,  si  w  =  o,  elles  donnent 
a<r(r  —  i),  alors  que  le  lliéorème  I  donne  la  limite  supérieure  [j.</", 
plus  avantageuse  si  r^S.  Mais  il  n'en  sera  pas  de  même  pour  les 
valeurs  de  co  telles  que 

(■  /•  —  1  —  co  )  (  /■  —  to)  <C  '• 

Si,  par  exemple,  c,  avait  Ions  les  quolicnls  iiuompli'ls  de  son  déve- 
loppement en  fraction  conliiiiie  limités  supérieurement,  on  aurait 
évidemment  O)  =  /•       2,  et  1rs  formules  (iG)  et  {i~)  domu'rai(Mit 

u.  <<  2  ou  a  =  2         avec  1  <  2/(/', 

résultat  plus  avantageux  <pic  crlni  doiim'' pur  le  lliéorènie  I.  C'est  !<■ 
cas  fpiaiid  /•  =  2. 

Ih'iiiarrjur.  —  On  ne  connaît  mallieiireiisemeiit,  cionoiis-iious, 
aucun  moyen  de  déterminer  eu,  quand  /•  >  2. 
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(  '.!•  llit'oiriiii'  coiniKtilc  un  caiolliiuc  analogue  à  celui  du  lliéorèun'  I  : 
nous  nous  dispenserons  de  l'énoncei',  sauf  pouc  le  cas  où  /•  =  2. 

Alors,  soil  A  une  liniile  supi'-rieure  des  ([uolienls  inconi[)lels  de  lit 
période  dans  le  dévelopiictnenl  de  r,. 

On  aura  ici  [a.  =  2,  o„   ,  (  1 ,  r,  )  ^  d,  el  (  '  ) 

l  /'/, . .  =  /J/,,  I  <'/, , ,  -+-  /)/.  <  («/,+,  +  I )/;/,^,  <  (  A  4-  1  ) /),, . , , 

donc,  d'après  (1  j  ), 

.<2/(A  4-i)(A^+A-f-i). 


(3n  en  conclut 


lîllifiLi  -i_  r>     l<?«('.ci) 


|a„_2(l,c,)| 


'+!?«-!(',  C|)| 


^  élant  aussi  petit  qu'on  veul  (piaiid /)  est  assez  jirand. 

En  remarquant  que,  (piand  o„  0(1,  c,)  =  o,  le  lliéorétne  I  csl  appli- 
cable, on  conclut  : 

Corollaire  1.  —  Tout  étant  posé  comme  au  premier  alinéa  du 
lliéorèmel,  soit  o„  ,  ^  o,  el  supposons  que  9„(j;,  j)  n'admette  aucun 
facteur  irréductible  f{x,y)  qui  ne  soit  du  premier  ou  du  deuxième 
deffré,  à  coefficients  entiers,  ces  facteurs  étant  simples  et  diil'érenls, 
DU  |)our  lequel  /(i,c)  =  o  ait  une  racine  réelle;  supposons  de  plus 
(pie  la  courbe  F=o  n'ait  aucune  asymptote  ])arallrle  aux  axes  d<- 
coordonnées. 

Soit  A  une  limite  supérieure  des  (piotients  incomplets  des  périodes 
dans  le  développement  en  fraction  continue  des  racines  réelles  irra- 
tionnelles c  de  9„(i,  (■)  =  0;  l'équation  F  =  o  n'a  qu'un  nombre  fini 
de  solutions  en  nombres  entiers  si  l'on  n'a  pas,  quelle  fpie  soit  la  ra- 


cine f 


et  9„_,  ^  o. 

Il  n'est  pas  difficile  de  trouver  des  exenqiles  de  pareilles  écpialions 


(')  Serrkt,  loc.  cit..  p.  la. 


•J-p 
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9„  (•'•..>•)  =  u.-/„{r,Y). 


'/»{'•  ■>'*  l'Ianl  un  jioInhoiiic  de  (K'j;i(''  n.  Iniiiirij^riio  ni  .r,  )'  cl  à  cocf- 
licioiils  cnliers  donnés,  polynonic  jonissaiil  des  nirnu's  proprirlrs  (|iic 
o„;  c„  ;.  o„_3.  ...,  v„  rlanl  doniirs  ainsi  (|U('  /„,  «m  |ii'i:l  loiijnnrs 
ptondrc  u.  assez  irrand  |i()m'(|ii(' 

,'  ,        ,,.  =  — ^-r  •^^^-; ^1  >  2(  A  -H  I  )  (  A-  4-  A  -H  I    . 

i-t-|<5„_,(i.c')|  i-+-|c;„_,(i.r  )|  - 

Coro/fairr  II.  —  Sii[>|i(is(>ns  (|iir  I  i'(|ualiiin  iii(!clrriiiincc 

ç.„(. '■,»■)  -+-  v„=  () 

ail  nno  inllniti"  Ae  sohilions,  o„(  i .  '■)  =  «>  a\anl  ses  racines  réelles  dis- 
lincti's  :  i"(|uand  //  croit  indc-rmiinenl  snr  liois  (|Moli('nls  incomplets 
consécutifs  U/,.  ti/,^,.  (ih^^  il  ni-  |iriil  \  en  a\nir  deux  de  (inis:  ;>"  si,  à 
partir  d'un  certain  iniiil;.  Iniii  (piuiiciil  incoiiiplrl  u,^  i\i-  rani;  [)air 
(impair)  est  lini.  lotil  (pidliriil  inroniplit  dr  raii;;  iinpaii'  (  pair)  est 
de  Tordre  de  p'I  '  ;  i"  si  les  racines  de  c„(  i .  r  )  =  o  sont  tontes  réelles, 
et  si  ç.„  =  I ,  (1/,  est  de  l'ordre  de  p'I  ' . 

Dans  CCS  dcn\  cas,  9„('',  >')  doit  doue  èl  ic  irn'duclilile. 

I ..I  diMMonslraliiiii  ii'suiledece  (pii  précède,  et  de  celte  remanpie 
de  Laiiranye  (  '  )  cpic.  si  ç.„(  i ,  r  )  :=  o  a  ses  racines  réelles  et  si  ç.„  =  i , 

—  est  une  réduite  d'une  de  ces  racines. 


III. 

IjCS  lliéorcnics  qui  |)récèdent  coinporlent  des  l'xtensions  aux  équa- 
tions indéterminées  à  plusieurs  \aiiidilr^.  N<)u>  iioii>  ciiiileuterfin? 
d'en  é'Ialilii   iiiH'  \»>\\v  li-  ca^  di-  Irois  xaiiaMcs. 

Soit 

(i8)  1m  ./•,_)-,  r)  =  9„{. #•,)-,  r)  4- o„   , -I-. ..-+- o„  -  o 


(')  Loc.  cil.,  p.  683. 
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mil'  i''<|m;iI  mil  al^i'liiiiiuc  i'i  tiois  variahlcs,  de  drj^i-r  //,  ':ji(  j:,  y,  z  j 
rlaiil  I  l'ii^i'iiiMc  (les  ti-riiifs  (le  (lrj;it''  /  cil  1,  \\  z.  <  >ii  sait  déjà,  |iar 
r\iiii|i|c,  (|iic  r('M|iialioii  iii(l(''t('MMiiii''<' (  iM  )  iiaiira  i-n  noiiibrcs  (•iUi(.Ts 
(iniiii  iHiiiiliM'  lliiiili'  (le  >(iliilinii<  si  la  -.iii-l'arr  (iH).  l'ii  CDordoiim'i's 
carli'sicimrs,  lia  jias  de  |ii)iiils  à  I  m  II  ni  :  ii<iii<  allons  coii-idi'ici-  d'à  11  Ires 
ras. 

Sii|i|t()sinis  (|iie  o„(.'',  }\  :  )  soil  nii  jii(Kluil  ilr  laclniis  lim-aiiçs  à 
(•()('Hiciciils  ciiliors  a.r  -i-  /m  -+-  <■:,  avec  a,  h,  c  -f:  o.  (  )ii  aura 

(H))  o„  =  (  ^/./- -f- /m- -!- 'T  )'i/„   ,(./•,  r,r). 

•y„  I  ('laiil  lin  |ii'iidiii|  (II-  //  I  lacliMiis  liiK'aiics.  Si  !•"  =;  n  .1  une  inli- 
iiilc' di'  soliilioiis  y>.  y,  /iii  iKunliic  cnlicis.  il  \  en  aura  iiiir  iiiliiiiti' 
|)oiii'  l('S(jni'll('s  mil'  (!<■  ci's  (jiianlili's  au  moins.  /■  par  <'\('iu|)lo,  sera 
aussi  jifrandc  (ludii  mmiI.  l'oiir  (ju  ou  ait  l'"(  /»,  y,  /'j  =  o,  il  faudra  (|u<' 
"îiiiPi  y»  '')  **^i')  pour  une  de  ces  solutions,  de  Tordre  de  /"  '  au  plus, 
si  /•  csl  le  plus  grand  des  trois  noud)rcs  p,  q.  r.  l  11  des  l'acleui  s  linéaires 
au  moins  de  o„(/j,  «/,/•)  sera  d'ordre  <; /■  pour  une  inlinih-  de  s\s- 
tèmes/j,  y,  /',  et  Ton  |)onrra  poser 

(  ■'.()  )  (iji  4-  Ay  -1-  cr  =  Il  =  0, 

•  étant  aussi  pelil  ([u'oii  veiil,  si  /•  est  assez  j;rand.  Alors 

0  —  ap  —  lui 


I    ,,  ,  /  l  —  np  —  hii\ 

(21)    .   lM/',y./-)  =  9„(/>.  y. '- ^) -H9„_,-+-...4-9„  =  o 

/  ^     '  /  —un—  bn  \  I  —  an  —  hii  \  . 

I  =  V ?«  (/^  y-  — - — -  )  ^  ?"  -  (/''  y-  — - — )  ^  -^ ' 

^),  désiguaul  une  dérivc'e  par  ra|iporl  a  r.  lJeu\  las  |)ourioiit  alors  se 
présenter  :  ou  bien  aneuii  des  laeleurs  linéaires  ilo '|„  ,  nesl  d"ordiv 
<  /•,  ou  bien  il  y  a  A  —  1  i'acleurs  de  ■.]>„_,  d'ordre  <  /■. 

Dans  le  premier  cas,  0  doit  rester  fini  quand  /cioil  iuiléliniuienl. 
et  comme  c'est  un  noud)re  entier,  d'après  (uo  ),  il  n'auiaiju'un  nom  lire 
iiui  de  valeurs.  Les  solutions  p,  fj,  r,  qui,  pour  /assez  iirand,  rendent 
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dans  {20)  i  aussi  polit  qiiOn  veut,  sont  j^roupôcs  sur  les  courbes  diii- 
tersection  de  la  surface  (18)  avec  un  nombre  Uni  de  plans  parallèles 
avi  plan  ax  -+-  by  -f-  rr  =  o  et  situés  à  distance  linie. 
Dans  le  deuxième  cas,  on  aura  A  é^sdités 


{■>.i) 


(ip   -t-  htj   -(-  cr  =  tr 
a  />  -i-  //y  +  (■'/■  —  £/• 


ax  -h  liy  -\-  c:,    a.r-\-b'y-\-r'z,   ...,  étant  des  faclours  linéaires  à 
coefficients  entiers  de  9„(  r,  y,  z).  Si  A  >  :i,  on  aura 


!"■' 

+  b 

r 

h 

-hb' 

^4-r' 
/• 

1  "-'^ 

-hb- 

a 

b 

r 

a' 

b 

f-' 

= 

a" 

b" 

c" 

d'où 


IT  étant  aussi  petit  qu'on  veut  pour  /•  assez  <îrand,  ce  qui  cx'i^o  "C  =  o, 
puisque  le  premier  membre  est  un  nond)re  entier  déterminé.  Les  trois 
facteurs  ax  -+-  by  +  cz,  a' .r  -+-  b  y  -+-  i-' z,  a"  r  -f-  b"y  ■+■  c"z  seraient 
liés  par  une  relation  linéaire. 

Excluons  celle  hypothèse,  on  a  A  =  2;  sans  entrer  dans  plii>  de 
détails,  on  voit  de  suite  que,  si  0  el  0'  ne  sont  pas  finis.  9„(  /',  y.  /  )  '•>! 
de  loidre  de  00' /-"''^ /•"""*"'',  0  étant  >■  o,  ce  (pii  est  imjiossible  (piand 
z>„^,(x,y,  z)  =  o  identiqnemenl,  ou  cpiand  cp„_ ,(./,  \'.  z)  esl  divisible 
par  les  deux  fadeurs  rationnels  ax-hby  +  r.z,  a'.c  +  by -^c'z ('). 


(  '  )  Il  V  n  encore  impossibiiilo  quand  »„_,  (.r,  y>  ~  )  csl  (livisil)le  p.Tr  un  de  ces 
deux  fadeurs  nu  quand  »„_,(  j',v,  ■»)  =^  )> -p 'fn  (■»',»'. -),  À  l'Iaiil  nu  noniltrc 
rationnel  fini,  el  qu'aucun  des  entiers  d,  d'  ne  reste  fini. 
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Dans  CCS  hypolliôscs  il  faut  (|iic  o  ol  o'  rcstciil  finis;  les  solutions  con- 
sidérées se  trou  venl  sur  un  nnuiluc  liui  de  dioitcs  parallMcs  aux  dioili's 

ax  -+-  hy  -+■  rz  =  o,  a  x  -\-  h' y  ■+■  <•' z  =  o, 

«■1  lie  |)cu\x'ul  t"'lrc  en  nouduc  iuliiii  ([ue  sur  celles  de  ces  droites  appai- 
leuant  à  la  surface. 

Alors,  dans  les  deux  cas,  dr  ri'(|ualion  ax  +  hy  ->r  rz  —  o  =  o  on 
|tcul  tirer  :;  et  substituer  dans  F  =  o.  Sans  chercher  à  faire  une  discus- 
sion |)lus  complète,  suj)posons  ci„_,  (.f, ^,  r)  =:  <>. 

Dans  le  |ireniier  cas,  d'après  (21),  0  est  nul,  el 

/  ^ax-bY\ 

lensendjle  des  termes  du  plus  haut  degré  dans  V  devient 
(•^3)  o„./x,j,^^^i^^)^o         (v>a), 


9„_v(.r,  J>', -)   étani    le   prenTu-r  des   polynômes  o„_^.    o,,.,,   ...,   ip 
n'admette  pas  le  facleui-  raliunnel  ax  -+-  by  +  rz.  L'étpiation 


(21)  lM'^-,J 


—  (IX  ■ 

'1J  ^  '         n 


doit  avoir  une  infinité  de  solutions  en  nombres  entiers,  car,  d'a|»rès 
ax  -t-  hy  -i-  cz  ^  o,  à  une  infinité  de  valeurs  de  z  doit  correspondre 
une  infinité  de  systèmes  de  valeurs  x,  y.  Ceci  ne  pourra  avoir  lieu 
dans  une  foule  d'hypothèses,  d'après  les  paragraphes  précédents,  par 
exemple  si  (24)  n'a  aucun  point  à  l'infini,  ou  encore  (')  si  la  surface 
9„_v(ar,^',  c)-i-...  +  Ou  =  o  n'a  aucun  pointa  l'infini,  ousi  ç„_v(x', y,  z) 
est  un  produit  de  facteurs  linéaires  rationnels,  irréductibles,  distincts 
et  dilVércnls  de  ax  -4-  hy  -+-  cz. 

Dans  le  deuxième  cas,  les  équations  de  la  droite  ax  -¥-  hy  4-  rz  =  0. 

(')  On  [lomi'.nl  iui^-.i   iiii|ili(Hior  le  llirorome  111  ol  >oii  coi'olhiiie,  ou  le  llioo- 
rème  11. 


27b 


KII.     MVII.I.KT. 


a  .V -h  l>  \  -^  i' :  =^  i' .  jdiiiti's  ;i  (f8),  lie  |irn\(iil  iliici  luiiiri  i|ii  un 
nombre  fini  {]>'  \iilfnis  do  .r.  r.  r,  à  iiKjins  (|iii'  la  dioitr  n  ii|)|)iirlic'iitH' 
à  la  surfaci'.  Si  o„  ,=  0.  il  l'iiiil  i|iii'  00  =  <>  :  nn  p.  ni  ,i|i|iii(|iii'i-  Ir 
laisoiiiicmcnl  ci -dessus. 

riikuiiioMK  I  \  .  —  Soi/ 

(18)  V(':}\  z)  =  '.„(.r,y,  ;)-+-  o„_,  -+-...-+-  9,,=  H 

i//i('  i'ijikiIIdii  iihj:i'hitifiii\  à  rorlfirimls  rulli-rs.  cnlif  trois  rdiiahlrs 
■r.y.  z.  (U-ilhnii'liqucmrnl  irii'diiclihh',  ç,(x,  >',  z)  rtani  l' i-nsfiiihlr 
di'S  Icrnim  dr  di-'j^iv  i  rn  .i\  \\  z,  ri  o„(.r,  )',  r)  (Haut  un  piodiiit  dr 
farti'ins  linrairrs  à  rorlJiiiruts  rutirrs,  distincts. 


tt^.r  -f-  luy  -^ 


(/. 


")< 


lH'rr  Cl/,,  h/,,  '7  7^  ".  ''t  ti-ls  iju'll  /l'r.ristr  (Ununr  iclatlou  l'Utrr  dru.r 
ou  trois  quelconques  d'en  tir  eu.i  . 

I"  Si 

o„_,(.r,/,  z)  =  o 
ou 

'/,  rtiint  une  consldiite  rationnelle,  les  solutions  en  nombres  entirrs 
de  (1  S),  à  part  un  nondne  limité,  se  trou\i'nt  sur  un  nomlnr  jint  de 
plans  situés  à  dist(//irr  fini'-  d  piir(ill>:les  au.c  n  phtns  du  s\  stème 


■1"  Si 
ri  si 


ç.„(  r.y.  ;»  =  (». 
ç,„.,(.r.  r.  r)  =  .. 


^■.s7  ////  produit  de  fiieteurs  linéaires,  rationnels,  irré-dinttliles.  dis- 
linels,  'j..i: -h'^y -\-^( ^  axnc  a,  3.  y  ^o,  et  <listijiets  des J'aeteurs  linéaires 
lie  ^  ,  =  n.  les  solutions  rn  iioinhres  entiers  de  (  1  S  ).  //  part  un  noinhre 
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li mite,  st'  IroiHciil  sur  un  nonihic  fini  de  droiles  paral/èle.s  au.r 
ilroi les  doubles  de  (a  ))  et  situées  sur  la  surfaee,  s' il  y  en  a. 
3"  Si 

9(1-1  ^^  -p"— 2  ^^  ^' 
t't  si 

(  -li))  V  —  Ç>„  =  5„_,  -f-  0„  -v^,  +  •  • .  +  9„  =  |, 

?«  ■/(''' ^-)  ''liinl  le  premier  des  polynômes  cp„   ,,  ^„_.i -^„  y<// 

n'est  /)as  nul  ide/itique/nent,  l'i'fjuation  (iH)/«'a  qu'un  nunibi'e  fini 
de  solutions  en  nombres  entiers  fjiiand  la  surface  ■]/  ^=  o  n'a  pas  de 
points  à  l'infini,  ou  quand  ^„_^est  un  produit  de  facteurs  linéaires, 
rationnels,  irréductibles,  différents,  et  distincts  de  ceux  de  ç.„. 


Journ.    (le  Math.  (  V  série),  tome  \  l. 


3(3 
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S///'   les  Jouet  toits   (ilx'-liciiiics   .si/ti^ii/tci-cs 
(  Doiixii'ino   MéiiioiiL' ) 

IVvi!   M     (,.   IllMIiEUT. 


Diiiis  1111  |)nMiii('i-  \I(''iuoii(',  iiisiM-r  au  'l'oiiic  \  (  ,j'  séi'ic)  ck-  ce 
.lottiiiitl,  j  iii  (■oiiiiiiciicé  léliido  des  foncliuiis  al)élieniics  à  deiiv  va- 
riables (|iie  jai  iiniiiinées  ^//«^'•«//(i/v'.y  ;  ce  soiil  celles  (jiii  adincltenl 
|iniii-  |)(''i-i()des  iioi'inales  les  ([iiaiililés 

I.      ...      i'.      A. 


Iii''('s  |iar  une  relalloii  singtilicfe,  cV'sl-à-diic  de  la  loriiii' 
A  -  +  \Mi  +  C -'4-  L)(/*-  -  --')  +  !•:  =  o, 

où  A,  .  .  .,  E  sonL  des  eiiliers. 

\jC  présent  Mémoire  coiiliiiiie  la  iiième  éliidi',  dans  les  domaine 
la  liansforinati(jn  el  de  la  miiltipliealion  com[de\e. 

I.cs  l'onetioiis  abélicnncs  sini;iilièies  admelleiil  des  liansioiinal 
qui  n'existenl  pas  dans  le  cas  i;énéral,  el  que  je  nomme  siiii^ttlic 
par  op[)osilion  aux  Iransformalions  oi-diiiaii-cs  di-  M.  Ilermile;  la 
iiiièic  l'arlie  du  Mémoire  est  consacrée  à  la  recherche  de  ces  Ir 
rornialioiis,  à  leur  rédiiclion,  à  la  Iraiisformation  des  roiiclioii<  l 
el  des  roiuiioiis  iiilerm(''diaires  siiii;ulièi'cs. 

.iDiirn.  lie  Math.  (  V  séiic),  lame  \  I.  —   l'asc.   III,   kjc^u.  ^7 


loiis 
/V'.V, 


ans- 
héia 


2H(>  G.     lIlNinFUT. 

La  seconde  l'arlio  s'a|i|ili(|iie  aii\  Iransfoinialioiis  Miimilières  du 
premier  dep;ré,  dont  je  déterinine  com|ilèlenieiii  la  lornie  générale: 
on  V  voit  apparaître  ce  résnilat  cnrieux  et  inattendu  ([uc  deux  systèmes 
de  fonctions  ahéliennes,  liés  par  une  transformation  (singulière)  de 
degré  I,  noni  pas  toujours  les  mêmes  modules  :  sous  forme  géomé- 
trique, c'est  diic  (|ue  diMix  surfaces  li\  |H'i'clii[i|  l([nis.  ayaiil  di^s  nm- 
dulcs  différenls,  ])euvenl  se  correspoudi'e  [Hiiiil  ]i;ir  |i(iiiil. 

Dans  la  troisième  Partie  est  posé  et  n'solu  Ir  |ini|iièine  de  la  multi- 
plication complexe,  considérée  comme  un  cas  particulier  de  la  trans- 
formation :  il  s'agit  de  reclierchcr  les  fonctions  ahéliennes  telles  qu'une 
Iransformation  convenable  leur  fasse  correspondre  des  fonctions  aux 
mêmes  périodes.  Nous  trouvons  ainsi  (]uc  les  fonctions  singulières 
possèdent  seules  une  uiulll|)li<'alii)u  complexe;  à  côté  des  fonctions 
simplement,  doublement  ou  triplemeiil  singulières,  et  de  fonctions 
réductibles  à  des  fonctions  elliptiques  particulières,  nous  rencontrons 
d'intéressantes  fonctions,  simf)lement  singulières,  <lont  les  périodes 
vérifient,  en  outre,  deux  relations  quadratiques. 

Ce  sont  là  les  seuls  cas  de  multiplication  conq)lexe;  nous  les  élu- 
dions avec  détail,  en  indiquant  toutes  les  nudtiplications  correspon- 
dantes dans  les  cas  les  plus  intéressants. 

La  quatrième  et  dernière  Partie,  enfin,  traite  des  mulli[)lications 
de  degré  i,  c'est-à-diic  dis  transformations  biralionnelles  des  surfaces 
hvperellipliqucs  en  elles-mêmes;  nous  y  démontrons,  qu'en  dehors  des 
correspondances  évidentes  U  =  ±  //  -i-  c,  V  =  ±  t-  -t-  c',  toutes  les 
Iransformalions  cherchées  dérivent  de  l'exislenee  de  relations  singu- 
lières entre  les  pé-riodes  et  se  délerininenl  dès  lors  aisément;  il  n'y  a 
d'exception  ([uc  pour  les  surfaces  allacln-es  au  radical  \  •'" -t-  i,  doni 
le  Chapiln-  linai  l'Uiimcrc  complèlcmcul  les  tiaiisfoiiiialious  um- 
voqiies. 

Ao/a.  —  Les  numéros  des  pai'agra|ilii's  du  pn'-seut  'fravail  toiil 
suite  à  ceux  du  précédent;  ])our  indiquer  un  renvoi  à  un  numéro  du 
premier  Mémoire,  nous  ferons  précéder  le  nombre  corre.^^pondanl  du 
cliillrc  romain  i. 
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PREVU KiŒ  PAKTIi:. 

T  II  A  N  S  F  <  Ml  >I  A  I  I  (  )  .N  S      S  I  Mi  l  I.  I  t^  Il  K  S  . 

irjiî.  Le  |iiiililc''iiii'  gt''ii<''i;il  (le  la  liaii>loi  iiialiuii  fies  l'oiKtioiis  al)C- 
lii-miL'S,  j)Ot;é  L'I  rrsolu  par  M.  Ilrrmilc('),  est  lr  suivant  : 

Soit  un  premier  systcmc  de  fuiictiuns  ahélicnitcs  à  deux  va- 
riables, U  et  A',  adnietlaiit  coinnie  p('-rio(les  normales  (i ,  (>);  (o,  i); 
(G,  II);  (H,  G');  soit,  de  mi'me,  un  s<'cond  système  a/ialo^ue,  de 
variables  u  et  c,  et  de  périodes  (i,o);  (o,  i);  (g, /i)-  (h,  g')  : 
lr()U\er  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  les  fonc- 
tions abéliennes  du  premier  système  s'expriment  rationnellement  à 
l'aide  des  fonctions  abéliennes  du  second,  et  cela  en  établissant 
filtre  les  variables  des  relations  de  la  forme 

(1)  U   =:   Aw  H-    IJ.C,  V  =  A   ;/  -f-    jji'c; 

A,  a,  A',  a'  désignant  des  constantes. 

Sous  forme  i;i'()iiii''li'i(Hi(;',  li'  prohli'ine  s'éiioiicc  ainsi  : 

Soit  S  une  surface  liypcrelliptique  générali-,  pour  ItKjurlte  les 
coordonnées  d'un  point  s'expiiment  en  fonction  abélienne  des  va- 
riables U  et  V  du  premier  système;  soit,  de  même,  s  une  surface 
analogue  i-épondant  aux  variables  u  et  v  du  second  système  :  dans 
quel  cas  la  correspondance  {i),  établie  entre  les  points  des  deux 
surfaces,  fait-elle,  à  un  point  {a,  v)  de  s,  répondre  in  kt  in  seil 
point  {\J,\)  de  S? 

Nous  (lirons  (|iii'  la  transfornialion  (i)  fait  passer  des  périodes 
(i,  II,  (i  aux  |)éri()iles  ;,--,  h,  g' \  on  des  variables  U,  V  aux  variables 
u,v\  on  de  la  surface  S  à  la  surface  .v. 


(')    Ciimptes  icn'/iis  i/c  /'  tcdilcDiie  (les  Sciences,  l .   \l,;   iS." 


■2Si  !..     IllMIiKIIT. 

Par  poiiil  l  ,  \.  on  oiiliMV.lra  ij:i'<)H)(''lriqiicni('nl  nii  poiiil  dr  S; 
analytifjiii'iiK'Dl.  un  syslrnu'  di-  valeurs  do  l  ,  \  .  dclini  aux  iiriindcs 

j.IVS. 

I.">7.  Pour  (]uo  les  condilions  du  |ii'olili'Miie  di>  la  transformai  ion 
soient  vérifiées,  il  faut  et  il  suffil  (|u'à  un  poinl  «  //,  i)  eorrespondi-  uu 
seul  point  U,V;  c'est-à-dire  que,  par  les  relations  (i\  l  et  N  aiii:- 
nientent  dune  de  leurs  périodes  simultanées,  quand  //,  c  auijfuiiniciil 
il'une  des  leurs.  On  a  donc,  en  désiirnaut  par  a,,  ^,.  r,,  r/,  des  entiers, 
(«uiforniément  aux  notations  de  M.  Ilerniilc  : 

A  =:  a„  -(-  cf , (  i  +  a^, 1 1 ,  a  :=  /'„  -I-  A, (  1  -I-  /'_,  11 . 

A'  =  rt ,  H-  «3 II  -h  « ,  (  î  .  a'  =  /',  -(-  /'t  1 1  -+-  h.,  (  i  . 

I  '^t.ij;  -h  u./i  —  d„  +  ^/;,  (i  -f-r/JI.  a//  -4-  «•5'==  f„  +  r,(i  +  r..  II. 

'  A'ji,''-f-  a//  =(/,  -hll^ll  +  t/Ji'.  'k' Il  -hij.\^'  =  C^  -I-Cjll  -l-f%(i'. 

L'élimination  de  A,  a,  A',  li.',  G,  II,  G'  entre  ces  huit  relations  con- 
duit, entre  ^^  //,  "-',  à  l'équation  suivante,  où  l'on  pose  pour  siuqdifier 
(ab)ij=  a^hj  —  Ojh,  : 

t  ,i'[(crt)„,-h(crt),2]  -r-  ir'[{l>rf)„,-h(M),,\ 

f       -H  (//'  -  î!s:')[(hn)„,  -h  (ha)^,]  -+-  \((/r  )„,  -t-  (d<-),„\  .-=  o. 

De  même,  l'élimination  de  A,  jx,  A',  a',  «-,  A,  ^'  entre  les  relations  (  u) 
donnerait,  entre  G,  II,  G',  l'équation,  équivalente  à  (3  )  : 

( ,3  /y/.v  )      '       -i-  1 1  [(ar/)„,  -+-  (/yc)o,  +  («rf)o ,  -f-  {hc)., ,  ] 

(       -^(IP^G(V)|(W)„-^(^r),,|  +  ((«f/)o.-4-(M«,|  -  o. 

(^)uand  g,  /i,  g'  sont  «pielconcpies,  ré(]uation  (3)  ne  peut  avoii-  lieu 
que  si  les  coefficients  de  g,  h,  g\  Ir  —  gg'  et  le  terme  ronslaut  y  sont 
nuls  :  c'est  ri)V|)0tlièse  (|u'a  faite  impliciteniciit   M.  Ileiuiih'.  cl  dont 


sril   i.Ks   roNCTioNS    \ni-:i,iF.>Nr:s   siNf;ri.ii;iiKs.  ■j.H'.'t 

il  II  ilrdiiil  la  llii'on'i'  iirdiii.iiir  de  la  li'aii>riiiiiialiMti.  Dans  c<.'  cas. 
M.  llciiiiili'  a  iiiDiiti'i'  qno  les  cocfiicionts  cl(;  r<''(|iiali(in  (  i  ^/.v^  soiil 
('•;,'aloiiiciil  nuls,  cl  rcciprocjncincnl  si  les  coefficients  ôc  (i  hi.s)  sont 
nuls,  ceux  do  (3)  le  sont  aussi. 

Au  contraire,  si  <f,  /t,  g'  et  h-  —  f^g'  salisf(jnl  à  une  relation  linraire 
à  cocfliciiMils  entiers,  c'csl-à-dirc  à  une  relalion  sin^iilièrr,  il  exis- 
tera (ranlrcs  transformations  que  celles  de  M.  Ilirniilc;  c'csl  Félude 
(le  ces  Irausfornialiniis  singulii'rr.s  (jui  va  nous  occuper  inainlcnanl. 

lôS.  Supposons  donc  (pie  g^  h,  g  soient  lii's  pai-  la  relation  sini;n- 
li(''ri' 

(  4  )  A  -  -h  M  h  -f-  C -'  +  D  (  /r  -  gg'  )+]•:  =  „, 

où  A,  15,  . .  . ,  E  sont  des  enliers  sans  diviseur  commun,  el  qu'il,  n'y 
ait,  en/il'  g,  //,  g',  aucune  aulie  relalion  analogue.  On  (hklnira 
de  (3),  en  dc'sijj^nant  pai'  /■  un  entier  : 

(ac)„3  +  («c),2  =  AX-, 

(5)  .;  (aZ^)„, -+-(aZ»),,  =  D/.-, 

(«/)o3  +(«/),,  =  EÂ-, 
(ic)„;,  +  (6c),,  -  (a^/)o3  -  {ad),.,  =  15/.-. 

Dans  le  cas  d'une  Iransformalion  ordinaire,  ou  dllei  luile,  l'entier  /■ 
est  nul,  et  réciproquement. 

Soient  alors  a,,  6,,  c,,  <:/,  des  valeurs  des  seize  entiers  a.,  h,  c,  d  (') 
V(!'rilianl  les  relations  (j),  où  />•  est  un  entier,  (piclcon(pie  d'ailleurs; 
les  relations  (2)  donneront  linéairement  les  valeurs  de  X,  X',  a,  u.',  et 
celles  de  G,  H,  G',  en  fonction  de  g,  h,  g',  de  sorte  que  Ton  obtiendra 
ainsi  tous  les  systèmes  cherchés  de  périodes  G,  II,  G',  avec  les  trans- 
formations (i)  correspondantes. 

Cette  méthode  conduit  sans  difficulté  aux  formules  suivantes,  ana- 

(')  \(jiis  les  ajipelleriiiis  les  entiers  caraclcrislir/Kcs  do  la  liaiisforinalinii. 


<8/|  !..     IllMnKIîT. 

loiriios  il  colles  (le  M.  llniiiili'  imiir  les  Iraiisloriniilions  ordiiiain- 


^(i)    '  -H 


(Cf/)„-+-(ac)„,,«'-4-[(ic)„,  +  (rfrt)„]/*-^(rf6)o,^'H-( 

«6)0,  (A» 

-fi  h'') 

(  frf)j,-+-(rtC)„i,'+[(/»c)„-l-(f/«  ).,]/* +(rf6)„i''-t- 

fl6)„(/i* 

-h' fi') 

(crf)j, -t-(«c)„,^  +  [(frc )„  H- (rffl )„]/(  + (f/i)„A''H- 

«&)„(/,« 

-k'g') 

(  tW)„  4-  (ac)„(!,' -1-  [{ 6c)„  +  (rffl  )„]/*  -t-  (rf6)„ i,''-+- 

(rt6j„(/<« 

é'ô'  ) 

(  cf/)(.s +  (  ac  )oîJî' -1- [(  *<^ )oj -1-  (</« )o3 ]/«  +  ('//■' )o3 «"'h- 

«/>)„,(/*' 

-AS"') 

(crf)„H-(ac)„i'-+-[(/>c)s3-h(rfrt)j,]A-l-((/(!')„^'-h 

«*)„(/,' 

—  5'-«'') 

(crf)„-(-(rtr)„^  +  [(6c)„-t-(rfa)„]/iH-(rf(^)„i''-4- 

ab),,(h^ 

-.^,,-') 

(CY/)j3H-(flC)„5'+[(ftc)„-t-(rffl)„]/<  +  (rfi)j,é''  + 

ab),,{h* 

—  ^i?') 

(crf)„,+ (oc)„,^'  + [(  6c)„, -H  (rfa)o,]/i -+- (rf/^)oi5'' -t- 

(rr/>)o,(/«' 

-*'«"') 

(cf/),,H-(rtc)j3^A'+[(/>c)„-i-(<-/rt),3]A  +  (r//>),5ir'-t- 

ab)„(h^ 

pi?  ) 

II  = 

(iC.'  = 


les  (loïKiiiiiiialoiirs  iHaiit  les  nièiuos  dans  les  eiiii[  i'oniiiiles. 
Oïl  <)l)licndrail  de  même  g^  h,  g'  en  l'onclioii  de  (i,  II,  (i   : 

_  (rf^)o,+(</6)3.G  +  [(rffc)„-(rffc)„]ll-i-(rf6)o,G'+(rffc)„(ll'-GG'). 
-  "  («t)„,+  («A)„G  +  [(fl6)„-(a6)„]U  +  (a6)<„G'+(rti)„{IP-GG')' 
l  ^  ,_  (ac)„,+  (ac)a,G-+-[(qc)o3— («c),;]H  +  ((/c)o2G'-4-(ffc)„(lP  — GG') 

I  '^'  ■"  (a6)„,-+-(n^)j,G  +  [(rt6)„,-(a6),i]n-l-(rtfc)oîG'-t-(rt6)„(H'-GG')' 

.    ^    '  _  ,  _  (fcc)o.+  (&c)3.G  +  [(fcc),,-(6c),,]H-K&c)o,G'H-(f.c)„(ll'-GG') . 

^"^^   '  '       («'t)o,+  (flZ')„G  +  [(a6)„3-(«i)„]li  +  (ai)„,G'+(rt6)„(Il'-GG')' 

.  _  (  arf)„|  -t-  (ff</),,|  G  +  [(ad)n—  {ad),,^  II  +  (nd),iG'+  («</)„(  IP—GG') . 

'  ~  («i)„,H-(rt(f>)3,G-+-[(rt6)o3-(«-!')„]ll  +  (rt6)o5G'-+-(CT^)„(ll»-GG')' 

,_  ^„,_  (c^)o,+  M):,.G-h[(car)o,-(crf),.,1II  +  (c^)o,G'+(crf)„(IP-GG') 
oe         (^/,)„,  +  („/,)„G4-[(«6)„,-(fl6)„]ll  +  («6)„,G'+(«&)„(ll'-GG')' 

les  ciinj  dénoiiiiiiali-urs  étant  aussi  les  mêmes. 

Kn  égalant  les  deux  valeurs  de  II  (|ne  donnent  les  relations  ((>),  on 
retrouve,  en  tenant  compte  de  (5),  la  relation  singulière  initiale 

(S)  /,  (  A^'  -t-  Mh  -H  Cg' -t-  D(//=  -  gg' )  -t-  E|  =  <». 

De  mémo  en  égalant  les  deux  valeurs  dr // données  i)ar(  7),  on  retrouve 
la  relation  singulière  (3  l>is)  entre  (i.  Il,  (!'.  Celle-ci.  comme  on  l'a 
iiliscivé  i)lus  haut  en  invo(|nanl  nn  nsullat  de  M.   llciniilc,  n  est  pas 
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mil'  idciilil"',  |)iiis(|iic  (  i)  iiV'ii  csl  uni',  en  vi'ilii  di-  (  '>),  (]ijo  si  /,  rsl 
nul.  ("ol-M-diic  M  1,1  liaiisfoi-miilioii  csl  onliiiiiiri'.  I  )oriL-  : 

Acy  funrlioiis  ahclii'ii/u'.'i,  iiiitiali's  et  /iiiuli-s,  ijiir  lir  iinr  //ans- 
forindlion  siii^ulirrr,  sont  siiiKulicrcs. 

I.'î).    Soil  alors 

(())         A  (i  -+- 15  ii  +  c'(]'+  i)'(ip-  (;(;')  +  i:  r=o. 

la  iclalinii  siiii;iilii''i-e  ('W>/.y)  Oiili'c  (1,  11,  (i',  les  ciilicrs  (|iii  \  li-iiinil 
iiaN  aiil  |ia-.  de  (li\  isciii'  coiiiiiiiiii  :  on  a,  l'ii  désigna  ni  nar  A'  un  rnlicr  : 

(a</),,  +  (^-),,_  A7.  . 
(lo)  ■  (af/)32-+- (7;c).,,=  D'A', 

\  (a(i),,-h  (hc),,  -  {ad)„,-~  (hr\,=  H'/.'. 

IH).  TrdiisftjiitKtliuii  adjuinlr.  —  l^a  Iranslorniation  driinir  par 
les  ('-([nalions  (i),  (  i  )  et  (  .">),  el  (jue  nons  aj)pellerons  pins  hrirvcnieni 
la  Iransfornialion  («,,  bj,  c,,  f/,),  fait  répondre,  à  un  point  (//,  c  )  de  la 
surface  .y,  un  el  un  soûl  point  (U,  V)  de  la  surface  S.  IiniTSciitriil,  il 
existe  une  transformation  singulière,  que  nous  nommerons  adjonilc 
de  la  pi-eniière,  faisaiil.  à  un  point  de  S,  eorn's|)oudn'  un  et  un  seul 
point  de  y. 

Soil 

(^/„     (1,      eu     a, 

'\,      />i      />.      l>^ 

Cq        C|         <'.,       c^ 

d„    d,    d,    d, 

le  Taiileau  des  entiers  i\^-  la  pri'inirr<'  tiMusTornialion  ;  pour  la  liaus- 
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roniialioii  adjoiiilc.  le  Taliloaii  si'ia  (roiiiiiH'  dans  Ir  cas  di's  liaii^lur- 
matiniiN  nrdiiiairos) 

(I ,  (\      —  {/.,      —  a. 


'1. 

'■..  -l' 

-'/,  - 

l> 

-  <l«    - 

h 

Pour  vérifier  que  celle  nouvelle  transformai  ion  possède  liien  la  [iro- 
priété  indiquée,  il  snffil  d'observer  que  losé(jualions  (5)  devienin'iit  li-s 
équations  (lo)  si  l'on  y  n'iiiplacc  A,  B,  C,  D,  K  par  A',  B',  C  .  D  .  I-.  . 
A  par  /.'.  et  toul  nombre  «,,  />,,  c,-,  rf,  du  premier  Tableau  pai-  ii- 
nombre  qui  occupe  la  même  place  dans  le  second  Tableau. 

De  même,  les  é(pialions  (6)  deviennent  les  équations  (7)  si  ri>ii  y 
fait  la  même  sulistilulion,  en  pernuilanl  i,'',  //,  g'  et  G,  II,  d'. 

14-1.   Degré  rt  indircs  d'une  transformalion.  —  Nous  apix-jl.'- 

rons  degré  de  la  transformalion  (ui,  b/,  Cj,  di)  h  valeui-  an  dc'tciiiii- 

nanl 

(7j,      (If      a.,     rt.,   I 

/'„      />,      />,      l>,   ' 

'\,      <\      '•■.      c., 

I   dy     d,      d.,     d.^ 

el  nous  désijïnerons  celle  quantité  paro.  Si  la  Iraiisfoniiarmii  «-si  onfi- 
/laire,  on  sait  que  0  est  le  carré  de  l'ordre. 

Nous  introduirons,  avec  0,  deu\  autres  entiers  /  et  /»  que  nous 
nommerons  indices  de  la  transformalion.  F^e  premier,  /,  sera  défini 


(II) 


/  =  {ad)„.,-¥-{ad),.,\ 


le  second,  A,  esl  rentiei-  qui  fij,Mire  dans  [es  formules  i  r>  ). 

Toutefois,  pour  définir  A  sans  ambij^uilé,  une  coineiilioii  est  né- 
cessaire. 
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\''a\  clVrl,  (liiiis  la  relation  sin;,Milirrp  (  'i), 

A-  4-  l}//  -H  Cff'  -h  l>(/r  -  gg')  -f-  K  =  o, 

les  ciilicrs  A,  1),  (',  D.  \:,  qui  iidiit,  |)ar  liypollièsc,  aiiciiii  diviseur 
(■oiiuniiri,  nt-  sonl  flélinis  ([u'aii  signe  [irès,  c'csl-à-dirc  ([iic  l'on  peut 
clian^Li-  sininllanénionl  leurs  signes  :  ce  changcineni,  fait  dans  (5), 
enlraine  aussi  le  changement  de  signe  de  A,  de  sorte  que  /i  présente 
une  auihiguité  de  signe.  Pour  préciser,  nous  sujjposerons  (jue  A  est 
positif;  dans  le  cas  où  A  serait  nul,  nous  supposerons  D  >  <>,  et,  si  D 
était  aussi  nul,  15  >  o.  D'ailleurs,  A,  D,  IJ  ne  peuvent  être  nuls  à  la 
l'ois,  car  l'invariant  de  la  relation  singulière,  B" — /jAC  —  /jDK,  serait 
nul,  et  l'on  serait  placé  dans  un  cas  spécial  sans  intérêt  (I,  n"  17). 

(iràce  à  cette  convention,  les  signes  de  A.  15,  O,  D.  K  sonl  définis, 
et  il  eu  est  de  même  de  celui  de  A. 

On  a  entre  o,  /  et  />•  une  importante  relation.  Ou  (jé<luil,  en  ellet, 

de  (;-,)  : 

l^l  +  hh)  =       \(a(/),,-^{ad),,\\(/>'-)„.,  -f-  {/»■),,]. 

A--'(  AC  +-  DF.)  =      \{ac\,  +  (ac  ),,]{( r//,)„,  -+-  (M),,  \ 

+  [(/'!>  )„,  -^  (/'!>  ^>A\"''f  ^"^-^  '^  ''-'h'-^l 

et  Ton  vérifie  que  la  somme  des  deux  seconds  membres  est  identique 
au  déterminant  o.  Donc 

(r>.)  a  =  P+15A/  +  (AC  +  DI':)A^ 

ou 

.'jo  =  (2/-l-HA)^-AAS 

Adi'sigiiaut  l'iinariant  ii-  -  'i  A('  -  |DK  de  la  relation  singulière  (  ]). 

I  VI.  Degi-r  et  indices  de  la  transformalioii  adjciidr.  —  Pour  la 
transformation  adjointe,  le  second  indice  est  l'entiei-  A'  qui  figure 
dans  les  formules  (lo),  en  supposant  (pie  l'on  fasse  sur  les  signes  de 
\  .  D  ,  Ii  la  même  hypothèse  que  sur  A,  D.  15;  soient  o'  le  degré 
et  /  le  premier  indice.  (Ju  a,  d'après  les  n"**  1  U)  et  I  il  : 


Journ.  de    \fatli.  (5'  si-iic),  tome  \I.  —  Fiisc.  IM.  jijoo. 
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On  a  ('"iiloiiioiit  la  iflalinn 


(.3) 


■,1  ^  15/.  =•</  -f-  157. 


car,  «Ml  voiiii  do  la   dcriiirrr  di's  «'■([lia lions  (."))  ou  (  lo),  chacun  des 
«]«'u\  nii'inlircs  csl  i''f;al  à  la  (|naiilili' 

(  /'<■  %  r.  -^  (  /"■  ) .  2  -I-  ( «''  )«. 3  -^  (  '■"'/  )  I  ^  • 
lùilin,  jiuis(Hi«'  o'  ^  0  : 

/^  ^  H/,/  -^  (AC  -^  DI-  )/r  =  /  =  +  1V/.7  -t-  (  A  C  -t-  D'E')A'-, 

«l'où.  en  Icnanl  c<)Mi|)l«' «le  (i?î). 

k'  (  \V  -  \  AC  -  'i  I  )i:  )  =  A-  (  lî'^  -  /,  A  C  -    4  O'  K  ). 

Comme  15'  —  'i  AC  —  '\\^V.  el  15'-—  '|  A'(7—  .'iD'Esonl  respeelive- 
iiiciil  les  invaiianls,  A  el  A',  des  ivlalions  siiii;iiiières  (  {)""'*  (>  >•  "'"t'''' 
:,'.  //.  1'    il  C.  11.  Cl'    lin  |ieul  écrire 


"U 


Irl  =  ir-1'. 


I/équalion  {\'\)  montre  que  A  el  A  sont  de  nu'-me  signe,  c'csl-à-dire 
t[ue  l'invariant  d'une  relation  singuliè're  et  celui  de  la  relation  singu- 
lii'M-e  Iransformt-e  ont  le  même  signe  :  en  vertu  d'une  proprii!'t«'  fon«la- 
nienlale  d«'s  invariants  (1,  n"  li),  ces  deux  «pianlilt-s  sont  donc /xmv- 
(iics.  Nous  tirons  d«'  {\'\) 


(il  Us) 


A'v'A^cAvA. 


£  désignant  -+-  i  ou  —  i . 

Selon  que  £  sera  égal  à  -f- 1  on  à  —  i ,  nous  dirons  (|u«'  la  Iransfornia- 
lion  est  rfroi/r  ou  i^aitrlic  :  v^Wq  dénomination  est  d'ailleius  purenuMil 
convi'nlioiMiell«',  puis(|u"elli"  dérive  di-s  livpolhèses  laites  sur  l«'s  sigiu-s 
des  coel'licienls  dans  les  relaliiuis  siiigulièi-es  (  'i  ")  el  (  t)  ). 

I'«)iir  une  liauslormaliiiii  «)nliiiaire,  les  iu«lices  /«  «-t  /■  s«>iit  nuls. 
t  est  indi'lermin«'. 
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I  i."î.   Signification  analyllqui'  du  degré.   —   La  Uaiistorniatioii 
siiif^ulioiL' 

(i)  [J  =  A//  -I-  ai',  \  =^1.'  Il  -1-  (JL  i- 

l'ail  correspondre  à  un  point  ii,  r  un  svu\  poi/it  l  ,  \  ;  invecseiiienl,  à 
un  |ii)inl  L  ,  \ ,  combien  concs|tonclent  de  points  //,  i  ? 

\ui,^nienlons  l    el  X  rcspeclivenient  dune  périod(%  c'est-à-ilire  de 

les  X,  étant  entiers;  les  équations  (i)  donneront  de  nouvelles  valeurs 
de  «,  i',  auxtpiclles  correspondra  un  nouveau  point  u,  e,  à  moins  (jue 
Il  et  (•  n'aient  aussi  auj^menté  d'une  période,  c'est  à-dire  (jne  l'on  n'ait, 
en  désignant  par  „i'„,  .r,,  .r,,  .rj  des  entiers, 

1  \|,  ->-  \ ;,  (1  -H  \A\  —  X  (x-„  -+-  x^g  ■+-  x.Ji)  -f-  ijL  (x,  +  .r,//  +  x..^'') 
/  \ ,  —  \  ;,  Il  -^  \ ,  G  '  =  A'  (  .T„  -t-  .TV,  g  -4-  ./•,  A  )  -I-  a'  (  .r  ,-h.iJi  -+-  .i\  g'  ) 

<  )n  peut  éciire  ces  éciuations  en  tenant  cumjjle  de  (^2)  : 

^n-i- ^^;i<' -I- \  JI  =      Xo(a„-h  a^G  -h  oAi)  -^  x,(hg-hb,,G  -\-  ti.Al  » 

-i-  x.^ (co  -I-  C:,  G  +  Co  II  )  +  X;,(da  -hd^Ci  -h  (/..  II  ) , 

\,-)-  \:,  Il  -I-  \Ji'=      .ro(rt,  ■+■  «.il!  +a.G')-i-.r,(7y,-T-  A,  Il  -t-  A, G) 

-i-  x.,(r,  -+-  C'a  H  -t-  c.Ci')  -h  x,,(d,  -l-f/JI  —  dit  y^i 

relations  qui  doivent  être  (\fs  idenlités  en  G,  11,  G  .  Elles  sont  en  ellet 
de  la  forme 

^',G^-^,II  =  M.         \,ll4-l\,G  =:M', 

les  i\  el  M  étant  des  i|uaulilés  r(''elles  :  si  donc  ces  cpiantités  ne  sont  [las 
toutes  nulles,  on  en  conclura,  en  désignant  par  (i,.  11,.  G,  les  |>arties 
imaginaires  de  G,  11,  G',  la  relation  inadmissible 

H;    -G.G.  =  o. 


■2Ç)0  G.     IIlMBEnr. 

Par  siiili'.  li's  équations  (i5)  donnent 


(16) 


X„  =  a„x„  -+-  hgX,  -h  c„.r.,  -  </„./-3, 
X,  =  a,x„-^  b,x,  -+-  c,x.^  -+■  d,x^, 
\,  =  <"/..;„  -i-  l>,x,  -+-  C..X.,  -+-  (Lx.f, 


Kn  vertu  do  ce  qui  pivrède,  au  système  (U,  V)  et  au  système 
(l  -h  Xo  +  X., (î  +  XoII,  V-+-  X,  +X3II  +  X2G')  correspond  le  même 
point  («,  <•),  si  les  équations  (i(3)  donnent  pour  x„,  x,,  a,,  x.,  des 
valeurs  entières;  il  en  résulte,  pour  le  nombre  des  points  (  »,  i) 
qui  correspondent  à  un  point  (U,  V),  la  conséquence  suivante  : 

Considérons  dans  les  équations  (iG)  les  X,  comme  donnés  et  les./;, 
comme  des  inconnues  ;  à  deux  systèmes  de  valeurs  des  X,  correspondent 
deux  systèmes  de  valeurs  des  j;,,  qui  seront  dits  non  distincts  s'ils  dif- 
fèrent de  nombres  entiers,  et  distincts  dans  le  cas  contraire  :  le  nombre 
des  points  («,  r)  correspondant  à  un  point  (U,  V)  est  égal  au  nond)re 
des  solutions  distinctes  des  équations  (i()),  lorsque  les  X,  prennent 
toutes  les  valeurs  enlières  possibles. 

Or  on  peut,  comme  on  sait,  par  des  substitutions  à  cocflieieuts 
entiers  et  de  déterminant  i,  ramener  le  système  d'équations  (i()) 
au  type 

OÙ  les  A,  sont  <les  entiers  di-pendant  UMi<|ui'menl  des  cr,,  h,,  r,.d,,  les  ^, 
les  inconnues  nouvelles  el  les  H,  fies  entiers  pouvant  prendre,  comme 
les  X,,  toutes  les  valeurs  entières  possibles.  I^e  nond)re  des  points 
(  u,  v)  correspondant  à  un  point  (H,  \  )  sera  évidemment  encore  éj^al 
au  nombre  des  solutions  distinctes  des  équations  (171- 

Or  il  est  clair  (pi'en  donnant  à  Hn  les  valeurs  o,  1 ,  . . .,  modX,,;  à  H, 
les  valeurs  o,  1,  ...,  modA,.elc.,  on  obtii'iil  pour  les  ?,  des  solutions 
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(lisliiicles,  c'csl-ù-dire  ne  (lillV-iant  pas  de  iioiiihres  entiers;  poui 
d'aulrcs  valeurs  des  H,  on  ohlii'iil  des  solutions  non  distinctes  des  pré- 
cédentes :  le  nombre  cherché  est  donc  égal  à  uiodA^ A,X^X,,  c'est- 
à-dire,  puisque  les  déterminants  des  inconnues  dans  (iG)  et  (17)  sont 
les  mêmes,  à  mod  c. 
Ainsi  : 

./  ////  jioiiil  (L,  V  )  une  Iraiisfitriiialion  sinmtlièrc  fait  coi- 
respoiulri'  un  noiiibn-  de  points  (u,  c)  rgal  à  son  degré  en  valeur 
absolue. 

m.  Sig/ic  du  degré.  —  Soient  toujours  g,,  //,,  g\  et  G,,  11,,  G', 
les  parties  imaginaires  de  g,  A,  g'  cl  G,  II,  G';  on  vérifie,  en  partant 
des  formules  (Ci)  ou  (7),  la  relation  suivante  : 

(.8)  yi;_.,^;=  J_^11;__G,G;), 

où  Sïl"  est  une  quantité  réelle  et  positive.  .\ous  donnerons  d'ailleurs  de 
celte  formule  une  vérification  directe  très  simple,  quand  nous  parlerons 
de  la  réduction  des  transformations  singulières  (n"  161)  :  elle  est  ana- 
logue à  la  formule  classique  de  M.  llermile  pour  les  transformations 
ordinaires;  0  remplace  le  carré  de  l'ordre. 

On  en  conclut  qu'une  transformation  singulière  ne  fera  passer  duii 
système  (G,  H,  G)  de  périodes  normales  (c'est-à-dire  d'un  système 
pour  lequel  H!;—  G,  G',  est  négatif)  à  un  système  (g,  //,  g')(\ii  péiiodes 
également  normales,  que  si  0  est  positif. 

C'est  l'hypothèse  que  nous  ferons  toujours  dans  ce  Mémoire  : 
nous  étudierons  ailleurs  les  fonctions  de  u,  r  aux  périodes  (i,  o); 
(o,  1);  (g,  /i);  (h,  g'),  pour  lesquelles  h]  —  g,g\  serait  positif;  mais 
ici  nous  n'envisagerons  rjue  des  fonctions  abéliennes  à  périodes  nor- 
males, ce  qui  nous  oblige  à  admetlie  que  les  transformations  singu- 
lières sont  d'ordre  jxjsilif, 

(.9)  â>o. 

Il  sera  aisé  de  reconnaître,  dans  les  démonstrations  (jui  vont  sui^re, 
celles  qui  s'appliquent  aussi  au  cas  où  5  serait  négatif. 


2r)2  <;.    iiLMriKitT. 

Composition  de  deux  transformations. 

1  iîi.    Si)it  mif  piciiiiiTc  Iraiisfuniialioii   T 

(T)  U  =  AM-!-ai',  \  —K'it -h  \J.'i\ 

faisant  passer  des  variables  U,  N  et  des  périodes  (i.  II.  d  aux 
variables  it,  v  el  aux  périodes  g,  A,  g'.  I^fTocluons  inaiiilciiaiit  une 
seconde  transformation  T, 

(T,)  //  =  ;?/'-f- 71- ,  i- =  p  //  -1- 7  i', 

faisant  passer  des  variables  u,  i-  et  des  périodes  g.  //,  g  aux  variaiili-s 
u',  c'  et  aux  périodes  cj,  oc,  y'. 

Les  deux  transformations  T  et  T,,  efTectuées  successiveiueiil.  font 
passer  de  Ij,  \  à  ti',  i',  cest-à-dire  qu'à  un  point  u',  i'  eorres[M(n(l  un 
seul  point  U,  V  donné  par 

(  U  =  A  (pw'-t-  Ti")  -+-  a  (p'«'-!-  T'r'), 
(T..)  '  ■    ^'  -^ 

(    \    =  A'(cf/'H- C7f   )-4-  U.'(p'//' -+-  7'f'). 

(  )n  définit  ainsi  une  nouvelle  transformation,  T^,  produit  de  T  par 
T,.  Tj  =  TT,  ;  proposons-nous  de  trouver  ses  entiers  caractéristiques, 
son  degré  et  ses  indices. 

1 40.  Soient  a,,  b,,  '■,,  r/,  (^t  a\,  fr,  c-,  il\  les  entiers  caiach'-risliciues 
de  T  et  de  T,:  ceux,  à],  Ir,  c\,  '■/,.  de  l\,  s'oblienncnl  comnie  il  snil. 
On  a  par  (  2)  : 

A  =  r/ft  -+-  r/.,  (  ;  -4-  '/ ,  1 1 .  [J.=  t>„  -h  /'i  (1  4-  /' J I . 

A'=  o,  -+-  r/,II  -H  <^/.(i  .  a'—  //,  +  A,  Il  -h  fij'i\ 

'hg  -h  IX  h    =  f/a  -f-  /^Z,  (  i  H-  '/,  I  I  .  A  //  -f-  IXg'  =  Co  -+-  r.,  (  i    -f-  »  .,  Il , 

A'.i,'-  -+-  a'/i  =  d,  -+-  r/,  II  -h  i/.i'i  .  '/.' Ii  -\-  a  g'  =  c,  -i-  r.,  1 1   -t-  r..  (  i' . 

p  =  a'„  ■+■  a\g   •\-  (I .II.  7  =  //,  -t-  A|i'  -)-  /'.//, 

2'  =  r/'  -t-  r/'jA   -+  (t,g\  1'  =  /',  -t-  /'3/1    -I-  /'ji,'', 
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Oïl  en  coiiclul,  cxaclcnienl  comme  dans  le  cas  classif|iie  dos  Iranslor- 
iiialions  ordiiiairi's  : 

,^       (  „„  -+-  a.,  (  ;  -t-  (-/ J I  )«;,  +  (  h,.  -+■  /';,  (  i  -t-  /' J  I  )  " , 

H-     (    ^/„    -^     (I ,  (   i     -^    ^Z  J  1    )  «;,    M-    (   '•„    -t-    '■;,  (1     -(-    '•  J   I      I  "  .  ■ 

ri  |.ar  Miilr.  rii  sr  iv|i()i  laiit  à  (T.),  on  aura 

a,,  —  fl„tl\^  ■+-  l>„fl  \  -+-  CoC],  -t-  'Al''':,! 
^/■'  =  '/,  "1,  -t-  /'s''/,  -t-  fj^j  +  'f.l'^'.ii 
fl\  =  <l..(l\^  -H   A,'/',  +  (•:;''/ '^  +  (I .ft',. 

Des  lalriils  aiialoi;u('s  foiiniiraieiil   les  aiilii-s   ciillcis;  on    Ikuivc 
ainsi  ii's  loiiniili's 


(20) 


b  z=  aji\^  H-  b,b\  -\-  r,b.,  -t-  </,/',, 


I  i~.    1  >(•  là  rrsiillc  iinnirdialcincnl  (|iif  If  cli'lciininanl 
(a',  b],  (•],  (/'■) 

est  If  pinijuil  (Ifs  (irlriiiiinanls  (V/„ />,,  r,, '//)  *'l  ((',  J'n  <\, 'f',)'i  *^'' 
d'aulroslcrmcs,  si  l'on  drsi-iu-  par  0.  0,.  0,  les  dri^rr.s  dos  transfor- 
mations T,  T,,  To,  on  a 
(21)  o,=  oo,. 

I  i-S.    Passons  iiiaintonanl  au  calcid  des  i//i/ii-rs.  Soi. Mil   /,  /,  :  /,,  A,  : 
/.,.  /,.,  les  iiidicrs  de   T.  T,,  'T,  :  soioni  opdonioni 


{■19.)  A  (.    (-15  il   +  C'(l  -^  I)  (H^       <i<i   )^ 

(■ïi)  A--   -+-  15/'     +(^:^'-'   +1)  (/''  -.i'-.i.'    W 

(  ai  )  A ,  (,•  +  H,  .ic  4-  C, «r  +  1),  ( .ic^  -  (,■(,"   )  -+-  \'. 


:=  (». 

r=  o 


(-.5) 


^20) 
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les  relations  siiii;iiliéres  entre  les  ])ério(les;  enfin,  /,.  A,  (lésii^iieionl 
les  indices  de  la  transformation  adjoiiUe  de  T,. 
On  a,  par  (5)  et  (lo)  : 

I  (rtc),, -+-  (>c\,.  =  AA-, 
(>///)„,  +  (///' \,=  c/.-, 

(«/;)„,+  («//).,=  DA-, 

(bc\,  +(bc),,  ^f-^Ul.: 
(«■c')„5  -f-(a'c'),o  =  A, A,. 

(fl7/\, +(«7/),,  =  D,A-,, 
{r.'d'),,  -t-(cd),,^  K,A,. 
(«'f/')«3-+-  (a  d'), .,=  /,, 
(//c')oj  +(//c'),j  =  /,  +  1!,/.,: 
(a'd'),:,-h  (l/c'),3—  A  A,, 
(a'd').,„+  (h' €').,„=  CA',, 
(ad%,  +  (iycU=Dh\, 
(ad  ),„-+-  (//(•'),„=  EA; . 

(«''^■)..i  +  (^'-)o3=  /.• 
(aV/'),5-f-(7/r'\,,  =  /',  -f-  HA',. 

l'oiir  (  alndei- A.j.  observons  (|uc.  |)ar  di'-ilnilioii  (5), 

A,  Aj  =  («"c")„3  -h  (a"c"),j  ; 

Foii,  i-n  nMii|)|;ir;,iiil  li>s  a"  et  r"  par  h-nis  \alenrs  (20), 

A,Aj=  (n  c)„,|(  «/;)„, -+-  (al>),.,\  -f-  («''•')„ J(V/'.')„,  h  (<"->,j| 
-i-(a'c')„,[(ad)^3+  {ad),.,\  +  (a'c'),^\{(>c)„,, -h  (l>r),.^\ 
-i-(o:c'),^\(hd%,-h( f'd ),,\-i   {a'c'\,[( rd)„ ,,  +  ( rd ),,\; 


(37) 
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rl,  (Il  \cilii  tie  ('i'y), 

A ,  h.,  =  (a'c')„,l)/i  ■+-  (n'c')„.,A/i  ■+-  {nc')„.,  I. 

+  (a'r.'),,(l.+-  15/.)  +  (a'c'),,CA  +  (a'c'),,Ek 
(  M.S  )  '  =  (/  +  Uh)[(a'r:)„,-^(ac'),,\ 

—  li/,<fl'c')„,+  l)/.(«'c)„, 
+  A  A- («'r' )„,-+-  (]/.(a'c');,|  -4-  I*l/.  (a'c').,. 

Par  (2()),  (rt'c'')o3  -h  («'<•'),  ^,=  A,  A,  ;  si  iiiaiiilriuiiil,  (l;iii>  les  aiilii'S 
Icriiics,  on  reiiipliicc  A,  li,  (',  D,  I"]  par  leurs  \ali'iiis  lirrcs  de  (  27  ). 
il  vient,  après  quehiuos  calculs  lonys,  mais  faciles, 

—  li/i(a'c')u:,  -+-  D/i(r7'c-')„,  -I-  A/,(«'f')„...  +  C/.(r/'c'):,,  -+-  E/i(a'c'),.j 

'1  ,  A  , 


A,A-,=  A,A,(/-4-  I3A)+  ^-^A.A 


A.  A,  A, 


c'esl-à-dire 


Or  ou  a  (  u"  1 12) 


A-,=  A,(/+13A)  +  ^/'.. 
'■  1 

2A,  ^BA',  =  2/, +  r,,A-,, 
A',xI-£,A,si:, 


on  désignant  par  A  et  A,  les  invariants  dos  relations  siui^ulièros  (2^) 
ol  (2'|),  cl  par  £,  l'unité  positive  ou  négative  (|ui  répond  à  la  trans- 
i'oriualioii  'r, . 

Do  là  résulte  lexprossiou  liuale  de  A.,  : 

(29)  ■2h-,=  k,(-2/-i-  lîA)  +  c,Ay/^(2/,  +  H,A,). 

On  pourrait  calculer  /,  par-  une  méthode  analogue,  en  [)artanl  de 
/^  =  (a" (/")„.,  ■+-  (a"t/"),.^;  il  sera  plus  simple  d'utiliser  la  relation  (21), 
Oo=  oci,,  <jui  s'écrit,  on  remplaçant  les  c  [)ar  leurs  valeurs  (M1  fonction 

Joitrn.  (le  Math.  (  j-  série),  iDnie  VI.  -   Kasc.  III,  i. ......  3() 
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fies  iiidui's. 

=  |(  2/  +  15/.  V-  -  Mr  I  |(  2/,  -h  n,  /. ,  )=  -  A,  /,  ;  ]. 
Suli>lilii(iiis  à  /i\.  sa  viilriir  (  'itj  ).  nous  li-()iivui|s 

1(2/,  -t-  r>,/.-,  )-  =  (■'./h-  I5/.V'  (2/,  -h  15,  A-,  )- 

-4-  2sAA;c,/.7.-,(:>./^  15/.  M2/,  4-r../.,  )  ^AA,/.^/.;: 
.l"..ri 

■j (  >. /,  +  15 , /. , )  =  ±  [(  2 /  +  15 A)  (  2 /,  +  15 ,  /.-,  )  +  c ,  /.A-,  s  ÂA^  I . 

(  »n  (loil  prendre  le  sif,Mie  -i-  ;  car,  si  /.•  =  A,  =  o,  c'esl-à-dire  si  les 
deux  Iransformations  sont  ordinaires,  /,  /,,  /.,  sonl  les  ordres  île 
T.  T, ,  T..  el  Ton  sait  que  /.  =  //, .  La  niélhode  de  calcul  de  /.  sii,Mialéc 
|ilus  liant  donne  le  même  résnllat,  sans  introduire  d"aml)ij:uïti''  de 
siyne.  Ainsi. 

(W)     2(^2/,+  B.A-,^  =  (2/-^  l5A->(  2/,  +  15, A,  )  -f-  £./.A,vAA,. 

Les  formules  (  29)  el  (3o)  donnent  la  solution  du  pi-oMi'-nie  posé, 
I  II  fournissant  les  expressions  des  indices  Aj  et  /,. 

I  i*,\.  /{'■//Hinjllf  I .  —  Li'S  calculs  p|-éerdeilts  supposent  ipir  T,  i'>t 
uni-  transfoiiiialion  siiii^iiliriv,  c'est-à-dire  (pie  A,  el  A',  iir  sont  pa> 
nuls,  car  on  a  tii(''  de  (27)  li's  valenis  de  A,  15,  (],  I  >,  I",.  adiinl  tant 
ainsi  A , ^o. 

Si  T,  est  me'  1 1  aii>loMiiat ion  oïdiiiaire.  Ti^'ipiation  (  2<S  )  est  tou- 
jours \  raie  et  (lolllir 

A, A,   -  A,A,(/-  15/.  )  -  l5A(rtf:')„, 

-^  \^lx{(ic^)„^  -+-  AA(rt'c)„,-l-  CA(<'/  r  ),,,  -I-  V.h{^<i  c  ).,^. 

(  >r  la  tiansfoniiatioii  T,  eoinliiil  ilr>  p.'iiodes  if,  h,  i'  <pii  M'illienl 
la  relation  siiii:ulic'Ti' 

{■ÏS)  Ai'  -h  15//  -)-...=  o, 
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iiiix  |h'i  hidcs  (,',  .le,  (:',  \('Tili;iiil 

(  'i'i  )  A,(|-f-  I5,.lt  -f  .  .  .=  o. 

I  •  ailliiiis.  Il'- nlaiioiis  (■lii;->ii|iii's  (If  M.  I  liimiic  |i()iir  lis  tiaiislor- 
iii:ilinii-  ni(lin;iiics  (loniu'iil  siins  ;iiiil)ij;iiïli''  :,' ,  //,  i,'',  //-—  i,'i,''  m  t'oiic- 
liiiii  (le  (,,  .ic,  (,  ,  ,ic-  -  (|<|'  :  si  r<iii  [loilc  CCS  expressions  diiiis  ( ■i.)  ),  el 
SI  I  on  eliiisse  li;  (li'noniiniileni-,  un  iclonihe  siif  (2/1  )  à  nu  faelenr  en- 
tier prés,  0,  :iin>i  (pi'cpii  Va  observé  iui  n"  "2  du  piiinjci  Mi'nioire  (ou 
ce  l'iicleiir  a  l'Ii'  desi^ni'   par  :).  On  a  trouve  alors 

(■'.Il       0-1  15;  -    iA,(:,        |l  ),!•:,)      /;(!{-•-  'lAC-  '|l)l-:;, 

en  désij;nanl   par/,  lordri' de 'i', . 

Si  Ton  compare  eii>iiile  les  coet'iieii'nls  de  (|'  dans  (  2/1  )  el  dans  la  n'- 
lation  di'duile  de  (  2  )  1  coniim'  on  \ienl  de  le  dire,  on  IrouM' 

A,0  =:  A («'(•■  )„.,-!-  C(a  c' );t,  —  li{a'c' )„,,  -f-  Dt^a  c  )„,  H-  !•>(«  c  )..,  ; 


A,A-,=:  A,A-,(/+BA)^/.A,0, 
esl-à-diie,  pniscpie  /r,  =  o, 


I  )"ailleins,  par  ("îi). 


A-.,==AO. 


0  =  £,/.v/^' 


îi  désii;iianl  ±  i.  Nous  dirons  (pu;  la  Iransfornialion  ordinaire  T,  e>i 
droite  ou  i^auclir,  par  l'apport  à  la  rrlation  singulière  (23").  selon 
(pn'  î,  sera  -l- i  ou  --  1.  les  conxenlions  diisai^c  l'Ianl  l'ailes  sur  les 
si-nesde  A,  D,  15  el  A,.  D,.  I!,. 

1 1  \  leiil  ainsi 

ce  (|in  esl  la  loi  innle  (  2(j  ),  où  Ton   l'ait  A',  =  o. 


■2r)S  G.     lIlMnERT. 

I.a  formule  (  io)  sul)sislo  dès  lors  ('"galoiin'iit  il  (liniiic 

(V^)  9./,=  h,h,-^(9.l-i-\]/.)/,. 

11)0.  lî'tinirquc  n .  —  S\\i\  scrundi-  Irausfonnalioii,  T,,  osl  ordi- 
naire el  du  premier  ordre,  /,  est  égal  à  i  el  A  à  A,  (I,  n°  2);  on  a  alors 
/,•;  =  t,  /.  et  2  /,  -H  H,  Ao  =  2  /  +  B /»"•  r)o  nirrne,  si  la  première  Iransfor- 
uialiou,  T,  est  ordinaire  et  du  premier  ordre,  c'est-à-dire  si  /^i, 
/i  =  o,  on  a  h .  =  A , ,  /.,=^l,. 

Réduction  d'une  transformation  singulière. 

I.M.  (  )n  peut  rrduiii'  iiik^  traiisforMiation  sitigiiUrre  quciconipn'  à 
un  Ivjie  simple,  en  la  faisant  précéder  el  suivre  de  transformai iou^ 
iinliiiaircs  du  premier  ordre,  convenaldement  choisies. 

Tout  d'ahord,  une  transformalioii  ordinaire  du  premier  ordre 
permet  de  ramener  la  relation  singulière  entre  les  périodes  fi,  h,  i,' ,  au 
type 

(  lî  >  ocîT  -f-  p/'  -f-  yg'  =  o, 

[i  étant  égal  à  o  ou  à  ±  i,  et  a,  y  étant  entiers  (I,  n"  fi).  De  plus,  on  a 
le  droit  de  supposer  a  >•  o,  el  même  a  =  i  (I,  n"  10). 

Avant  d'aborder  la  théorie  générale  de  la  réduction,  nous  ferons 
connaître  une  transformation  singulière  simj)le,  dont  la  considération 
nous  sera  très  utile. 

\,i'2.  ('.elle  transformation  se  délliiil  alii^i  :  Sniciil  // el  e  deux  va- 
rialdes  ahéliennes,  aux  périodes  (g,  /i,  g' )  liées  par  la  relation  singu- 
lière (  II);  //'et  <•'  deux  autres  variables  aux  périodes  (()■,  .iC,  (/)  délinies 
par  les  relations  suivantes,  où  /  et  /:  (b'-signenl  deux  enliers  el  «^  la 
(|uanlilé 

;    (je  =  Ig  -  •;hh. 
(35)  -  .ic  0  =  II,  -  Y  /. ,-'  =  a  /.  -  -+-  r  /  -t-  :i  A  )  // , 

f  (,'o  =  aA7/  +(/-h;ïA)-. 
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l.i's  (lru\  viilciiis  (le  .ICO  soiil  coiiipatiblcs  en  vrilii  do 

<  »ii  ((iiicliit  (le  (3.")) 

(  3G  )  !//=(/  +  |3  A-  )  .ic  +  Y  A-  </  =  -  a  A-  (,'  -^  /  .it , 

(/r'=-aA-3C+/(j"; 

(!"(ii'i,  l'titrc  (|',  .it,  <|'',  la  ri'IalioM 

a<j'  -f-  ,33C  -h  Y(?'=  •'• 

(Ida  |)<is('-,  rtahlissons  (Milre  //  et  c,  ;<'  et  f'  la  correspondance 

l  M  =  (7  -H  8A)«'  -+-  y/«">'', 
f   ('  =       —  %k    u  -+-     h-  ; 

à  un  poinl  u' ,  c'  correspondra  un  et  un  seul  point  //,  e;  car  si  u\  c' 
aus;nienlenl  dune  pi'-iiode,  //  el  r  au^inenlciil  aussi  d'um-  pi'riodr. 
d'apn'-s  (■^G). 

La  correspondance  (T,)  di'liuil  donc  une  IransforiiKitinu  T,,  /r</- 
saiit  passer  dr  u,  v  à  u' ,  r';  les  nombres  caractéristiques  de  cette 
transformation  s'obtiennent  sans  dinicultc  et  Ton  trouve 

a;,=  (^/+.3A),  b'„  =  ^;l^, 

a\  =:  —  a  A",  b\  =^  l, 

a'.,  ^  Oj  =  o,  b.,  =  b'.^  =  o, 

'/«  ^=  (f,  =  d.  =  o,  c„  =  c\  =  c'.,  =  o. 

(I,,  =  I ,  c'^  =  I . 

Les  indices,  /,  et  A,,  de  T,  soni  donnés  par  ("))  : 

/, -^(rt'</')o:,+  {a'd  ),.,=zl.-i-''^/>, 

aA-,  =  (a'c')u;,  +  («'c'),„  =  —  aA-, 
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C  <'Sl-il-(li|r 

A.  =^  -  A. 

l'niM'  1  iiiilicc  /,  I  (II-  l;i  Iriiiisloniialioii  adjoinlo,  on  a  |)ar  (  kO  : 

a/i',  =  (a'd  ),3  -h  (b'c'),^  =  —  a  A 
ou 

a; -A-.. 

Comme  d'aillpurslos  invariants  des  relations sinj:;^ulièies entre  i',A,^'' 
et  <,',  X,  (j  sont  égaux  à  ^-—  ■(ay,  il  résulte  de  là,  ])ar  (r  ^  his),  (jue 
la  transformation  (T,)  est  droite,  linfiii  son  il. -gré,  /;  -i-  JÎA,  /,  -i-  -'A^, 
l'sl  éMT.il  à  la  ([uanlilé  o  ci-dessus  (3{j. 

I.'iô.  Cela  posé,  soit  T  une  transformation  singulière  quelconijue, 
d'indices  /  et  A"  et  de  degré  5  =  /'- 4-  [5  A/ h-  y.y/i-,  faisant  passer  des 
variables  L  ',  ^  '  auv  variables  //.  e  cl  aux  périodes  i' ,  /i.  ic'  lit'-es 
par  (  R). 

Faisons-la  suivre  de  la  transformation  T,  déliiiie  ei-dessus,  <>/)  Ir.s 
rnliris  l('t  k  sont  prcciscnu'iil  les  indici'.s  de  ï  ;  la  transformai  ion  11, 
fait  passer  des  variables  L  ',  ^  '  aux  variables  u \  i  '  cl  aux  périodes 
(|',  .ic,  (j'  :  je  dis  (jue  TT,  est  une  Iransfornuiliiui  ordinaire. 

Hn  effet,  son  second  indice  A,,  est  donné  |)ar  {'i\)) 

2h,  =  A,(2/  -f-  ^A^  4-  £, A(2/,  +  ;5A,), 

car  |{  =  13,=^   et  A  =  A,.  <)i'.  iraprr>  |r  nuniéro  précédeul, 

/t,  =  -A-.  /,  =  /4-;3A  et  S,---l-l, 

pui-cpic   r,  e>l  (li'iulr:  (jonc 

A,  =  o, 

ce  (pii  établit  la  proposition. 

La  transformation  (TT,  )  i>t  doue  (udiiiairc  ;  laiMin  — la  pn'crdi'r 
d'une  transfornuition  ordinaire  du  jtremier  ordre  T,,.  ((induisant  des 
\aiiablc>  \\\  et  des  périodes  (ï,  II,  Ci',  aux  variables  l  ',  ^  :  la  traiis- 
formalion  (T„'l"'l',)  sera  ordinaire  et  fera  |)assei'  des  \arialile>  I  ,  \  et 
des  |)ériodes  (i,  II,  (i',  aux  \ariables  //  ,  i'  et  aux  perloile-  <,.  x.  <i  . 


sril    i.Ks    l•()^(;|■|()Ns   miki.iknnks   siN(;ri.ii  hks.  .)()| 

(  )r,  (l"ii|iii''s  uni!  |)iii|iosili()ii  IdinlaiiM'iiliili'  (  '  ).  on  jn'iil  rliiii>.ii-  'I  „  di 
Iclli;  s((iii'  <|iii'  les  iioiiil)i-cs  l'iiliors  c-ai'acli'Ti'-ll<|iii's,  it,,  h,.  <,,  il ,  (l( 
'r„TT,,  vi'iilii'iil  les  coiulilions  SiiivanU's  : 

,1 1  ^  a.,  =  r/.,  —  h,  =  A;,  =  r.,  =  o, 

'n-      ''m     ^■'l'     ''(H     '"il     ''il     'Al»     'Al  ^  "• 

^/„,    nioiW/,,   nioih/_,  <[  f/;, . 


(  )ii  aura  iliiiir.  |iiiui'  «Irliiiii-  'l',,'!"...  ira|ii'i''s  (i)  (.'l  (  lî  )  : 
(T/r'l',)  l     -■"„«'+'''„>■',  \    =/'i»', 

"„  f  I    -+-    l>n  -li;      -   'A.  ^-  'A,  <  "'    +   '/:;  '  1 1  ''/„  -"it  -i-   l>„  ((  —  r„  -t-  '■  J  I , 

Il ,  .1C  —  <■/,  -I-  ^/j  1 1  +  d..  G' ,  A ,  (J'  =■-  r ,  -h  r.Jt'. 


(  3S  ) 


\j\ji-'li-r  (Ir  ('r„'r  T,  )  est  0.  cai'  son  (li't;'n''  i^sl  le  proilnil  o-  di's  (lci;i'és 
(I.-  Tcl.lr'l',. 

lùiiln,  (  rlli'  Il  ansloi  inalion  (''laiil  ordiiiairi'  l'I  d'ordi'c  o,  on  a 


(3<)) 


<•„  t/.f  -4-  c,  </|    -    r,  c/^  =  o, 
l>,<l,^b,'l,  =<), 


loi-.  luMn[)la(;ons  niainlrnanl  dans  ers  t'oi-niulcs  //  ri  \'  pai'  Iriii's 
valiMiis  en  //  ri  r  di'dnilrs  île  (  T,  );  il  vieiil,  pour  la  relation  enli'o 
I   .  \   el  /^  e,  e"est-à-(liie  |ioni'  la  liaiisformalioii  T./P  (^- j  : 


(T.,T) 


11-  "f.^,/-^  A„aAl  +  ^'[-«,,7/.  h-  A„(,7+  ?/.;|. 


1'  )  \(iir,  par  evcmpie,  Kuause,  Tran^iformalinn  /Icr  lirperclliiilisclirii  l-'iink- 
tidiu-n  (Teiibner,  i8S()),  p.  "'^-"O- 

('■')  D'iiprès  le  11"  l.'iO,  la  Iransloiiiialion  T„l"  a  los  iiièiiios  Imlii-es.  /  l'I /. .  i|iii'  T. 
piiisque  Tu  osl  ordinaire  el  d'orilie  1. 
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lîio.  Trllc  ('St  la  loniir  /i('rr.s.s(ii/-r  do  T/T;  mais  il  irstc  à  r\|iriiiKT 
que  c'est  là  ollccliveiiioiil  iiul"  /ra/is/orniafio/i  faisant  passer  do  l  ,  N 
à  u,  »■,  c"osl-à-diro  i[u'ii  nu  point  (u,  t>  correspond  nn  seul  point  I  .  \  . 
Or,  si  l'on  augnionti-  //  et  »•  de  ir  et  //.  I     <l  \   an^nieiii.'iil.  en  vertu 

de(3r>),  de  cr„(,"-t-A„."ic  ol  h,X,  c'ost-à-din'  d"i piM-iode.  d'aînés  (  (8)  ; 

inème  rôsullal  si  l'on  augmente  //  et  r  de  //  ri  i-'.  Il  reste  doue  à 
écrire  (|ue  U  et  \'  augniL-ntonl  d'une  période  ([uand  l'une  dos  va- 
rial)les // et  r  augmenle  de  i,  l'autre  restant  inaltérée.  Ainsi  en  dési- 
t;naiit  par.'-,  v,  r.  :'  dos  entiers,  il  tant  (pie 


rto  /  -!-  l>„  2  k 


z  -h  xG  H-  vil. 


-V-  —  z  -^  xll  -h  vil  . 


Les  entiers  ./■  et  y  doivent  être  nuls,  sinon,  en  désii^nant  par 
G,,  H,,  (1',  les  parties  imaginaires  de  G,  H,  G',  la  quanlit  ll^;  —  G, G, 
serait  mdlo,  cas  à  rejeter. 

On  a  un  résultat  analogue  on  augiut'iitanl  ode  i,  de  sorte  ([uc.  lina- 
lomonl,  les  seules  conditions  auxquelles  aient  à  salist'aire  les?/,,  I>,,  r,,  d, 
sont,  avec  (3-)  et  (3()),  que  les  quantités 

,,.  oJ^b,%k       b,xk       a„-fA  — 6„(/+?/:)       0,{f+^k) 

(  y  I  ) ^ >      — =; —  )      ■ ^; >      ^ 

\  ^  /  l  0  0  0 

soient  entières. 

Pour  simplifier  la  discussion,  nous  supposerons,  comme  nous  on 
avons  le  droit,  que  l'entier  a  est  égal  à  -+-  i  {n"  lîil). 

Les  relations  (  j()) 

r/|/A,  =  /y,C2  =  0 

montrent  (pio  tf,  ol  e.^  sont  dos  diviseurs  de  o;  alors 

"3  '  J 

La  relation  (U)) 
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(loiiiif  alors 

(1.)  ^«=-à^'- 

IV  (|iii  iiioiilro  que  of/^,  doit  ôlrc  divisible  par  c.dj.  l'orlanl  ces  valeurs 
ilr  (^/„,  A,,  /y„  dans  les  quantités  (()),  on  met  celles-ci  sous  la  forme 

V  V  '  ~r  —  — /  »     ~'     "ir  "T-  -, ) 

</j  C,((,  C,  rf,  (•,(/,  Cj 

Pour  (iiTelles   s(jient    cnlièros,   Il   faut  d'abord  (|uo   r.^  divise  A   r| 
/  H-  ,3/i,  c'esl-à-dire  f]uo 

,  A   ^  '•..  HT  , , 

alors,  par  là  même,  c.  divisera  o,  car  S  =  /(/+  r^A)  -h  yA". 

Ueinpiarons  /  cl  A  par  ces  valeurs  dans  les  (luanlités  (Q' );  il  faut 


solrnl    (Milicrs.   Si   c'est  réalisé,   la  (piantité  -^  ( /tn. -f- yA  rrr,  ),  c'est- 
à-dire,  daprès  (42), -— ,-0,  sera  éj^alement  entière;  0  est  donc  divi- 

sible  par  c.,ffj,  et  dès  lors  /;„,  donné  par  (/|i),  est  entier,  ([uil  (|u.' 
soit  fl,. 

Ainsi,  en  laissant  provisniriMueiil  de  côté  la  première  des  rela- 
tions (39),  c,  est  un  diviseur  de  A  et  de  / -I-  ,3A  et,  par  suite,  de  0; 
t/.,  est  un  diviseur  de  o,  tel  que  c.dj  en  soit  un  autre,  et  il  s'agit  de 
reconnaître  si  les  expressions  (43)  sont  entières,  c'est-à-dire  s'il  existe 
des  entiers  d,,  x  et  y  vérifiant  les  relations 

(  if  )  l  -  Trs,d.,  —  d,  ./•  =  o,  Y  A  -+-  ra.  rf,  ^  d,,y  =  o, 

ITT,  et  HT.  étant  les  (piotienls,  par  c.,  de  A-  et  /  -f-  ^A. 

Pour  (pie  les  équations  (44)  aient  des  solutions  entières  en  d,,  / 

Jotirn.  de  Math    (j'  série),  tome  \I    —    Fasc    III,  i.ioo.  4" 
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ol  y,  il  faiil  et  il  suffit  (|iio  lo  plus  i^raiid  couiniun  diviseur  dos  dcler- 
ininants  de  la  uialrice 

—  fTi;,      —  rf.i  o 

rrSo  (>        —  (f:, 

divise  les  déteniiinants  oblenus  en  associant  une  ((uelcoM(|ue  dc> 
rolonnes  de  celle  matrice  à  la  colonne     ,  • 

Soit  0  le  plus  grand  commun  diviseur  (positif)  de  m,,  uj.^,  li^  : 

r7,  =  0y,.  rrr,  =  07,,  ''/:,  =  0p; 

*/,,  q^  et  p  élanl  piemiers  entre  eux.  Le  plus  grand  commun  diviseur 
des  détcrminanls  de  la  matrice,  c'est-à-dire  de  f/jCi,,  d^vn.,,  c/J,  sera 
</, 0,  ou  0-p;  il  faut  qu'il  divise  les  nombres 

Donc  0,  f[ui  divise  /r,  puisqu'il  divise  cr,,  devra  diviser/;  ensuite, 
comme  on  a,  en  vertu  de  (  '12), 

Irn.,  -h  yA TT,  =  -, 

Ci 

il  faut  que  c/jO  divise  —  ;  c'est-îj-dire  cjuc  O'p  divise  —  • 

Si  ces  conditions  sont  remplies,  les  équations  (  l'i)  auront,  en  f/^,  r 
et  y  des  solutions  entières,  parmi  lesquelles  figureront  évidemment, 
pour  ^/j,  et  en  nombre  limité,  des  valeurs  de  module  inférieur  à  1/,. 

l'.iilin  la  preniière  des  relations  (Sg) 

(45)  —  c„(/,  -+-  Cjd,  —  c,d.2  =  0 

donnera  pour  c„,  d,  et  r,  des  solutions  entières,  parmi  lescpielles, 
évidemment,  des  solutions  en  nombre  limité,  telles  (|ue  c„  et  r,  soient 
positifs  et  <Cc.2,  et  que  (/,  soit,  en  valeur  absolue,  <^d^. 

I">G.  I']n  résumé,  0  est  un  diviseur  commun  positif  de  /  el  de  A;  fv,, 
eu  vertu  de  (  ^2),  un  diviseur  commun  positif  de  -  et  — 7-^;  5,  c'est- 
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à-tlirc  /(/-(-  p/i)  -f-  y/i",  est  alors  divisible  par  c^O^;  p  esl  un  diviseur 

iKisilit' (le  -^,,  Ici  (MIL'  s  L'I  li's  iHiiiihrrs  — r»  r-  soient  nrcmii'rs  ciilrc; 

eux.  On  |)ren(ira  d.^  =  Op,  el  {"(mi  pourra  trouver  un  noniiuc  entier  (/.,, 
(le  module  iiilriieur  à  Op,  V(!'rillaut  (ii),  c'est-à-dire,  tel  (jue 

/ d-i^o,        yA" -I ^  d.,^o        ('modOp). 

f^es  autres  entiers  a,,  h,,  c,,  rf,  se  d(!'tcrmincnl  ensuite  comme  on  Ta 
explifju(?  plus  haut. 

li)7.  Voici  donc  le  résultat  linal  : 

Soil  un  système  de  fonctions  ahéliennes  singulières  à  deux  va- 
riables, u,  e,  dont  les  périodes  vêrijienl  la  relation 

-  +  fiA+Y-'=o; 

pour  trouver  tous  les  systi'mes  des  fondions  singulières  à  deux  va- 
riables U,  V,  tels  qu^on  puisse  passer  de  l'un  d'eux  au  système  pri- 
mitif,  par  une  transformation  singulière  d'indices  l  et  k  et  de 
degré  â(§  =  /-  -i-  '^kl  -h  Y  A"),  on  procédera  comme  ilsuit(*)  : 

Soient 
0  un  diviseur  commun  positif  de  /  et  de  A  ; 
c,  un  diviseur  commun  positif  de  -^  cl  -; 

3  un  diviseur  positif  de  — 77, >  tel  que  les  nombres  p,  — ->  —r  soient  pre- 
miers  entre  eux. 

On  pourra  toujours  trouver  un  ou  plusieurs  entiers,  d.,,  en  nombre 
limité,  de  module  infé'rieur  à  Op,  tels  que  l'on  ait 

ô-c-ô'^^^"'         ''ô  +  -7:X-^^'^°        (modp). 


(')  Les  deux  indices  /et  A  sont  des  entiers  quelconques,  tels  seulement  que 
c'esl-à-dire  /'-<-  p  A7  -+-  y  A',  soit  positif. 
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Les  variables  l  ,  \  sont  alors  liées  à  i/,  i  par  la  liansformalin 


(4(3) 


(   TT         'M'  ^     /    I  '  I.V-     .     '-^?'',/ 


V  =  « 


/-t-  :-!/. 


(^)iianl  aii\  poriodes  (1,  H.  (i'  dos  fonctions  abrlionncs  on  T  cl  \  . 
elles  sont  liées  à  ,£r,  A,  ^  par  les  formules  suivantes,  déduites  de  {)U 
el  de  (3j)  : 


,     s  /■  ''.i'/" —  «'.(Vu  A'      r  ;  /    /    I 


/.   -H    ^  </.     i' 


Dans  ces  formules,  r„,  c,,  (l„  sont  des  entiers  non  négatifs  ipiel- 
conques,  vérifiant  les  inégalités 


(le  plus  la  quantité 


doit  èlie  entière,  et,  en  valeur  absolue,  iuléricure  à  cO. 

I*j»8.  (  )u  |)eul  compléter  ce  résultat,  en  déterminant  les  \aleurs  dcs 
.srizr  l'iitirrs  caractéristirjucs  de  la  transforma  lion  ci-dossus  :  nous 
désignerons  ces  entiers  par  /»,,  Hj,  p^,  y,,  les  lettres  rt,,  /',.  c,.  '/,  a\ant 
été  employées  tout  à  l'iieurc  |>our  une  autre  transformation. 
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<  )ii  Iroiivc  sans  diflicuil»';  : 


/, 
ii>,  =  -, 

III.,  =  o, 

///,  =  o: 

/h-  3/.- 
//,  = > 

II.,  =  o, 

/t.,  —  o: 

/'o  =  '-0, 

/>,  ='-,, 

/>,  =^  c,, 

/>:,  =  '>; 

y,.  -'A.. 

</,  =  d„ 

f/i  =  d.,. 

^h  =  ?'>- 

(  )n  ne  doit  pas  poidio  de  vir-  la  n-lalion  (  { j)  : 
—  '"(ipO  -f-  ''j'/i  —  f'i</o  =  o, 
(jui  dclcnuiiio  d,  ;  do  plus  iiiod  d,  <^  cO. 

lôî).  l'érijication.  —  Los  onlicis  ///,,  «,,  yj,,  q,  duivonl  salisi'airo 
aii\  iclalioiis  fondamentales  (5)  do  la  transformation  singulière  d'in- 
dices /  ot  />•,  où  D  =  E  =  o,  A  =  I ,  B  =  ^,  C  =  Y,  c'est-à-dire  : 

{'^>P)«^  + {'))[}), .,^  h, 
{qn)oi  -^(qn),.,  =7/.-, 
(inn)f,.j  +  (  iiui),.j  =  o, 
{pq)o^  +{pq)i2  =0, 

('>P)o3   +(«/?),.  =/-H^/.. 

La  voiilicalion  csl  immédiate. 

KJO.  Remarque.  —  Tous  les  systèmes  de  périodes  G,  H,  (j' 
ohloiuis  par  les  formules  (47))  pour  des  valeurs  données  de  g,  //,  g', 
sont  distincts  à  une  transformation  ordinaire  près  du  premier  ordre; 
c'est-à-dire  (jue  l'on  ne  peut  passer  de  l'un  doux  à  un  autre  par  une 
transformation  ordinaire  d'ordre  un.  Cela  résulte  immédiatement  de 
ce  rpie  la  transformation  ordinaire  T„TT,  du  n"  li55  csl  récluife,  de 
telle  s(uic  (pio  (jeux  transformations  réduites  ne  peuvent  ètreéquiva- 
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lentes  (à  une  Iransfornialion  près  du  premier  ordre)  <jue  si  elles  sont 
identiques  ('). 

liil.  Des  formules  {^-)  on  déduirait  sans  diffieullé  la  valeur  de 
H;  —  (i,G,,  en  désignant  toujours  par  G,,  ...  les  parties  imaginaires 
de  G,  ...  ;  il  sera  plus  rapide  d'opérer  autrement. 

La  transformation  T„TT,  est  ordinaire  et  d'ordre  o;  elle  fait  passer 
de  G,  H,  G'  à  (J,  3C,  (J' \  on  a  donc,  d'après  M.  Hermite, 

.'1U.-  étant  une  quantité  positive. 

D'ailleurs  les  formules  (35)  donnent 

o(i,  =  Ig,  —  7  A  A,. 

=  a%, +  (/+^X)//,, 

2(,>;  =  aA7/,  +  (/-hp/.)i'-;, 

d'où,  en  prenant  pour  o-JC^   le  produit  îles  deux   valeurs  ei-dessus 

de  oK,, 

rj(x-  -  {u  (j,  )  =  o(/*;  -  g,  g',  ) 
el  finalement 

{/>--g,g\)  =  ii(n:-G,o\\ 

Jî-^  étant  positif. 

C'est  la  formule  (pie  nous  avions  annoncée  au  n"  14 i. 

Transformations  singulières  des  fonctions  intermédiaires. 

Hi'À.    iWprenons  la  Iransformalion  générale  singulière(i  ),  d'entiers 
caractéristiques  a,,  6,,  r,,  r/,,  d'indices  /  et  A  et  de  degré  c,  : 

(i)  U  =  A</+u.r,  \  =  A  « -h  (x'e, 

(')   Voir  par  exemple  Khause,  /oc.  cil.,  p.  79. 
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Cl  fonsifh'Tons  une  fonction  ihêla  0(U,  V),  des  variables  U  cl  ^  ,  aux 

IM-iioil.'s  (<;,  H,  Ci').  Si  m  l'sl  l'oi-dro  de  0(U,  V),  on  a 

j0(U  +  i,  V)  =  0(U,  V  +  i)=0(U,V), 
(/,S)  !0(U  +  G,  V  +  n)  =  0(U,  V)e- 

(0(U  +  II,  V+(i  )  =  0(U,  V)c 


■>itimii+con»t . 


2it(rt»'-i-t'on»t. 


Pour  (|u'il  existe  une  telle  fonction  cnlièro,  il  est  nécessaire  et  sufli- 
sanl  ([ue  II;  — (i, G',  soit  néf,'alif  (G,,  ...  parties  iinaf,Mnaires  de  G,  . . .; 
et  (iu(>  r(MUior  m  ait  le  sij,nic  de  G,  (ou  celui  de  G',,  qui  est  le  même). 

Par  riulerniédiairo  de  la  transformation  (i),  0(U,  V)  devient 
nue  foiu  lion  -K»,  <■)  de  u,  i-  cl  l'on  a,  en  vertu  de  (i)  cl  de  (2), 

■|(m  +  i,  (■)  =  0(U  +X,  V  +  tii) 

=  0(U  +  a„  +  ajG  +  a, H,  V  -h  a,  4-  a, H  +  a.,G'), 

i'\  jiar  suite,  d'après  (4^)> 
et  en  revenant  aux  variables  u  et  v 
De  même 


Posons 


9(«,  c•)  =  ■K'^^')«!'"'^ 


P(h,  f)  désignant  un  polynôme  du  second  ordre  en  u,  v  :  il  est  aisé  de 
voir  que  Ton  peut  déterminer  les  coefficients  de  P(«,  v)  de  manière 
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que  -^{u  -h  i.  i)  =  9(«,  t'),  Pi  que  ^(  w,  r  +  i  )  reproduise  Zi(u,  i  )  à  un 
facteur  exponentiel  près  de  la  forme  <??";  on  tiouve  ainsi 

o(«,  r  -H  i)  =  o(m,  <-)r?-=""""'tV*V  ".i^.l^'i 
nu.  en  vertu  des  expressions  (2)  de  A.  a,  >/,  a', 

Z,(u     {'  +  !)  =  e""^"""'"*'"'*"'''* '•'. 

(  )n  Irouve  de  même  o(« -(- ^,  <"  4- //),   o(m  + //,  f -1- g-'),  ce  «pii 
ilniiiip  linalement,  en  désignant  par  v  et  v'  des  constantes  : 

ç.(  //  -4- 1.  l'  )  =  z( U,  l'), 

,^( ,/  +  o.  ,■  H-  // )  z=  o(  w, (,)(.-"'■'" ;"[">'''"+i'"''.o+'-[''"''"+''"''>--+«(''''"*"'''i!)j;-''^ 

H>5.   Supposons  d'abord  que  ij,  /',  g'  soient  liés  par  la  relation 
sin_i,^uiièrc  la  plus  ^n'-nérale 

Air  -I-  B/*  -+-  Cg' -\-  D(h-  —  gg')  ■+■  V.  =  o; 

les  relations  auxquelles  satisfait  ol^^'/,  t)  sont,  en  tenant  conqite  de  (5), 

o(  //  4-  r .  r  )  --  ç.(  //.  r  ). 

ç,(  //,  ,    +   I  )  :-  91  //.   ,)^'^'="""*", 

(  i<)  )        ' 


Si  1,'.  //.  g  sont  liés  par  la  relation  sinj^Milière  ramenée  à  la  formf 
a--f-;i//  +  Y^'=  o, 


sin   r.Ks   KiNcrio.Ns    vriKi.iKN.NKs  siN(a.i.ii;nEs.  h  i 

(•«■s  reliiliiiiis  (loviciiin'iit 

I  z>{a  -h  \ ,  i)  :^  ç(//,  r  +  i)  =  '^(u,  i'), 

(  9(//  -)-  //,  (•  -i-  g')  =  ^(m,  (.^t'--'"'"'*'"^'-*-*!*''']^™"'''-. 

Sous  cette  dornière  forme,  on  reconnaît  (jue  o(u,  t)  est  une  de  ces 
/o/tc/ions  inti-rmcdiaircs  singulières,  définies  et  étudiées  dans  la 
|)reniière  l'ailic  de  ce  Mémoire  :  c'est  une  fonction  d'indices  ////et  ////, 
(I,  n"2N). 

i\ous  (lirons  aussi  (jue  la  ioiiclioii  o^//,  c),  (|ui  véiilie  les  rela- 
tions ('19),  est  une  foiii-lioii  i nie nnc (liai n-  Hingulicic,  <V indices  ml 
<•!  mit. 

Ainsi  : 

I(>i.  une  Iransfovniation  singulière  d'indices  I  et  /.,  faisant 
passer  des  variables  U,  \  aux  variables  a,  i-,  transforme  une 
fonction  thêta,  d'ordre  m,  de  U,  V,  /•//  une  fonction  intermédiaire 

singulière  de  u,  c,  d'indices  ml  et  ndx . 

\i\o.  Si  l'on  suppose  m  =  1  et  si  Ton  fait  sultir  aux  variables  //,  c 
une  nouvelle  transformation  singulière,  d'indices  /,  et/»,,  la  fonction 
thêta  initiale  se  transforme  en  une  fonction  intermédiaire  singulière, 
dont  les  indices  L,  et  k.,  sont  évidemment  ceux  de  la  transformation  qui 
est  le  produit  des  deux  premières,  et  sont  donnés  par  les  formules  (aq) 
et  (io).  On  en  conclut,  sous  une  auln-  forme,  cpie  : 

Une  transformation  singulière,  d'indices  /,  et  h,,  faisant  passer 
des  variables  u,  c  aux  variables  u',  i-',  transforme  une  fonction  in- 
termédiaire singulière,  d'indices  l  et  k,  de  u,  r,  en  une  fonction 
intermédiaire  singulière  de  u',  c',  dont  les  indices  /.,  et  /.„  sobtien- 
neiil  par  les  relations 

2A-,  =  /.-,(2/+n/o  +  .,A-^/^(../,+  i5.A.;,, 
■j.{-iU  +  n, /.-,)  =  (2/  + 13/.  )(^2/.  +  u,  A ,  )  -f-  ç. /./,, ^ ii;. 

Jourii.  Je  Math,  (y  série  ),  tome   VI.   —   Kasc.  III,   i.j..,,.  /|  | 
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On  suppose  que  la  rolalioii  siiii,mlici:o  oiUre  1rs  périodes  tle  //,  f  osl 

A  ir  4-  B/i  +  c -'  -h  D(//-  -  -^')  -4- 1:  =  o, 

cl  ri^lle  (Milrc  li"s  périoth^s  de  //',  c'  : 

A , (,'  -f-  B,  JC  -h  C,  (,"  -r  0,  (.TC-  —  (J(j)  +  K,  =  <) : 

A  l'i  A,  dési,Ljnenl  rcspcclivcinciil  les  invarianls  B- —  .{AC  —  {UK  c\ 
B^  —  '|A,C,  —  4D(E|'i  enfin  £,  désigne  +  i  ou  — i  selon  (pio  la  Irans- 
formalion  d'indices  /,,  /i,  est  droite  ou  gauclie  (n""  I  i'I  et  I  iO)  ('  ). 

f ')   /?('W(7/-(jrHc.  — Reprenons  les  fondions  intermédiaires  sinjrulit'res.  ç («,(■). 
(lu  n"  163,  qui  répondent  à  la  relation  singulière  générale 

(/•)  Ag-  +  15/,  4-  Ci''4-  D(A'-,^„-')  +  E=  o; 

si  /et  /  sont  les  indices  (lei(«,  i),  on  a  (/ig)  : 


s(«  -+-  //.  <•  -+-  i?'')  =  'i(«, 


l'W'- 


2i:il.V*«  +  i/«-ll*  +  W/ii..  !  +  •/ 


La  théorie  de  ces  fonctions  se  déduit  sans  diflieulté  de  celle  des  fiinclions  ana- 
logues étudiées  dans  notre  premier  Mémoire. 

lifTectuons  en  efTet  une  Iransfornialion  ordinaire  du  premier  i>rdre.  ranienanl 
la  relation  <  r)  au  Ixpe  (de  même  invariant)  : 

(  /•')  •/(,'-    3.1C  ^-  y(|"=:o; 

■i(  M,  1')  devient  une  lune  lion  inli'r  média  ire,  '!'("',  l'').  répoud.iiU  a  la  relu  lion  (/''), 
el  dont  les  indices,   /j  et  ^j,  sont  donnés  par  les  formules  du  n"  Ki.ï,  où  /.,  r=o, 

(.1)  /.,-:,  A.  s/.-H  ?/•,=  •>/  4-  lU. 

I,a  fonriinii  ■{,(  (/',!■')  n'existe  (1,  n"  281,  (]ue  si  /  J -(- ^  A, /, -f- :<•;  /  J  est  positil. 
el  si  a/,-t-  ^/ijcst  du  signe  de  In  partie  imaginaire  de  <)'.  Or  ce  signe  est  celui  de 
In  partie  imaginaire  de  j!f,  d'après  M.  Ilermite  (  7'/,(''o/y("  </*'.?  trans/onnuliotis 
rircfi flaires);   d'aillcms,    en    xcilu   des   valeurs   (.«)   de   />,,  l)   el   de  l'égalité  des 
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i)i:i  \ii:mk  PAirni:. 

TRA.NSFOn>iArio\s  siMiri.iluKS  1)1    l'iiiMiiii   iii:i;nf;. 

I(i().  l'iiiiiii  les  li'aiisl'oi'iiialioiis  siiiguliôn-s,  les  plus  simples  ri 
colles  ([ui  coruluiscul  aux  conséfjuonccs  analyli(|ucs  les  plus  inléres- 
sanlcs,  sont  relies  fin  jn-eiiiier  degré,  c'csl-à-dire  celles  qui  répondent 
à  0  =  1 . 

On  les  ()l)iieii[  toutes,  à  une  transformation  ordinaire  près  du  pi'c- 
niiei-  (iidre,  |)ar  la  i)roposiLion  générale  du  n"  l'»7. 

invariants  B-  —  'i  .\C  —  4I5E  et  p'  —  ^i-;,  on  a 

11  + 'fi A, /,  +  «Y /. '^  =  /-  +  B  /./  -t- (  AC  +  DR )  /, ■-. 
Donc  : 

I"  l^fS  fondions  intermédiaires  générales  répondant  à  la  relation  singu- 
lière (/■),  et  d'indices  l,  A~,  n  existent  f/iie  si  le  nombre  /'-H  B/i7  +  (  AC  -»-  DE)/.- 
est  positif,  et  si  a/-)-  BX'  n  le  signe  de  la  partie  imaginaire  de  In  période  g. 

Lus  fondions  •{<(«',  i')  vi'iKienl  les  rclalions  ('lO)-  o"  'on  remplace^,  h,  g' 
par  ()',  .1C,  Çi",  /  cl  /,  par  l,  el  k^,  A,  B,  C,  D  par  a,  13,  •;,  o;  nous  savons  (I,  n"  28) 
(|ue,  pour  V  el  •/  donnés,  elles  s'exprimenl  en  fonction  linéaire  el  homogène 
de  l'i  +  pXj/2+  a-c^''>  d'entre  elles;  donc  : 

2"  Les  fonctions  intermédiaires  générales,  d'indices  t,/,\  r/tii  répondent  à 
des  valeurs  données  des  constantes  'leti'  dans  (  /(Q  ),  sont  des  fonctions  linéaires 
et  homogènes  de  l--h  Bkl  -+-  (  AC  -+-  DE)/»'  d'entre  elles. 

De  même,  deuv  fonctions  ^l{ll'.\^'),  d'indices  L,  l,.,  et  l'.,,l<'.^  ont  un  nomlire 
de  zéros  ronimuns  (1,  n"  '6'v)  égal  à 

■;..  /,  /;  -+-  '}  (  k,  i ;  -t-  /.■;  /,)  +  ?.  =<■;  /■,  /, ;  ; 

en  reinpliicaiit  dans  celte  expression  l,,  k«,  /!,,  /..,  par  leuis  valeurs  (.s),  on  recon- 
naît (|ue  : 

.3"  Deux  fonctions  intermédiaires  générales,  d'indices  l.  k  et  /',  /,',  répon- 
dant à  la  relation  singulière  (/),  ont  un  nombre  de  zéros  communs  égal  à  : 

1 1l'  +  n(lk'  +.  kl' )  +  2 (  AC  ^  DE)  kk'. 

Il  s'agit,  bien  entendu,  des  zéros  distincts  à  des  périodes  près. 


Il  I  G.   m AirsEUT. 

lui  t'ITc't.  soient   /  (i  /.   les  indices  d'une  liiiiisl'oi  inaliou    T  de  deiiir 
lin  :  1)11  il 

/  el  /,  n'onl  pas  di^  di\  iseiir  eomniun,  de  sorte  (|iie  0  =  (%  =  i  ;  :.  dix  i- 

sour  posilif  de  -4r,»  est  aussi  l'unité,  et  </..  entier  de  module  iiiféiieiii 

à  Op,  est  nul.   Enfin,  t\,  c\,  d„,  entiers  positifs  inférieurs  à  e^  on  à  Oc. 
sont  nuls. 

La  transforinalioii  T.  d'indices  /et  /r,  est  alors  {  '[(i)  : 


(2) 


l]  =  lu  -  y/.e. 


Les  périodes  de  u,  v  sont  toujours  supposées  liées  par  la  relation 
singulière  ^  -+-  ^h  ■+■  y:?'  =  o;  les  périodes  de  L,  V  sont 

(3)  H=//,_y/,^'^/,,.  +  (/4-^AV/, 

elles  sont  liées  aussi  par 

C  +  pH  H- -<'.'=(.. 

(^)uant  aux  entiers  caractcrislifjiirs  ih-  la  Iransfoiniatiun  a,,  h,. 
c,,  r/,,  ils  ont  pour  valeurs  (n"  158) 

(i„=       /,  a,  =  l>,  ctj^o,  (i,  =  o: 

h„  =  -  yA  ,  A,       /  -^  ;3  A,         /;,  =  o,  /^,  =  o  ; 

c„  =       o,  f,  =  o,  r.  =  1,  '•,  =o; 

fl„  =       o,  '/,  =  o,  f/j  --:  o,  '/.i  =^  I  . 

167.   Ainsi,  les  transformations  sin},Milières  du  premier  dej^ré  sont 
liées  aux  solutions  entières  de  l'équation  OV   qui   peut  s'écrire,  en 


sril   i.Ks    roNcrioNs   aimci.ienmn   mni.i  i  ii  iiks.  -J  r  i 

(Irsi^niiinl   |p;ir-  1  Tiii viiiianl ,  !i-  — /p;,  ilo  la  rrliilion  siiij,'iili('Mc  ciitiv 

,ir,/',,:r', 

(Tcsl  iiiir  r/ji/ii/io/i  lit'  l'r//,  du  Ivpc  cla!;sl(|iic 

'|A  (•laiil  ou  (livisililc  par  '|  7*  ou  con^aMi  à  n-  suivant  le  mkxIiiIc  '|7-  : 
car  ici  7'  =  'j,  et  rinvariaiU  A  ost  de  Tune  des  formes  {  \  ou  ]  \  +  i . 
Le  l'ail  ([ue  ./•  =  2I  -h  pA"  ne  dirniimo  pas  la  i^éncralilc,  car  si  J5  est 
|iaii',  A  csl  de  la  forme  'i  N  cl  .c  est  paii-;  si  3  csl  impair,  A  csl  de  la 
tonne  'j  N  -(-  i  et  j;  est  pair  on  iinj)air  en  incnie  temps  (jue  /. . 
Ainsi,  à  tonte  solution  ciitière  de  réquation  de  l*ell 

(1)  .r^-AA-=i 

répond    une    transformation    singulière    et   réciproijnemenl .    /   cianl 
douni'  par 

Oltc  éijuation  (4)  admet  les  solutions  évidentes  A  =  o,  ./•  =  ±  2, 
donnant  /  =  ±  i.  Il  leur  correspond  les  transformations  évidentes  et 
sans  intcrèl 

(5)     L=       u,       V=      r,       C,=      ç:,       H=      /,.       G=       -'. 
(C)     1:  =  -,/.       V  =  -c,       (;  =  -,-.       11  =  -//.       G'=-g', 

ipii,  (Tailleurs,  sont  ordinaires,  puisque  A  =  o. 

IG8.  LY'(ination  (î)  n'admet  de  solutions  entières,  autres  tpie  les 
précédentes,  que  si  A  n'est  pas  carré  parfait,  c'est-à-dire  dans  les  cas 

non  (•lllpti(pies  (I,  n"  15).  Donc  : 

/.''S  foiirlions  aht'IiriUK's  du  cas  c/liptir/io'  ii'ailim'tli'iil  pas  de 
lirinsfoi-niatlons  sinnitilirrcs  du  premier  dr<:rr. 

I(>î>.    Au  contraire,  si  A  n'est  pas  carré,  on  sait  (jue  i"('qiiali(>n  {\  ) 


\\(\ 


.iilmcl  iino  iiiliniti'  de  sohilions  (Miliôros.  (|iii  |ii'iiv(miI  rire  ronsiilrivc? 
coinmc  dos  piiissnnci's  (riinc  inènic  solulioii  :  elles  sdiiI  eiim|iiises  diiiis 
la  r<ii'inule  (  '  ) 


,K)  ^^:,^y^^ 


-t-  A  V 


/v/a 


//  désignant  un  entier  positif  nu  négatif,  cl  (x,,  /. ,  )  la  ])his  juMilc  so- 
lution positive  de  léquation  de  Pell. 

On  en  déduit  que  toutes  les  transformations  singulières  du  premier 
degré  sont  des  puissances  de  celle  qui  répond  aux  nombres  x,,k,, 
c'est-à-dire  à  //  =  i .  Soient,  en  effet,  T„  la  transformation  cpii  répond 
au  nombre  «;  x„  et  />„  les  valeurs  corrcsj)ondantes  de  j;  et  /.  :  il  snflll 
d'établir  que  T„+,  =  T„T,  el  que  T_,  est  l'inverse  de  T,. 

Kn  premier  lieu,  si  Ton  se  reporte  aux  formules  du  n"  l(î(J  (pii 
flonuont  les  valeurs  de  a,,  ^,,  c,,  rf,  et  aux  formules  du  n"  ,"(>  (|ui 
donnent  celles  de  «,',  ...  pour  le  produit  de  doux  traiisfoniialioiis,  il 
s'agit  de  vérilier  les  relations 

:  (•'•«.,  -  ?/.„, .  )  =    T  u«  -  ?/■«,)  <  ■'■.  -  ?/m  )  -  v/.,/'-. , 

_  Y/r„.,    =  -  {  (x„  -  3A  JyA-,  -  ^  y^„(  .r.  +  ?A-.  ). 

.K.r„.,  ■+-  ?/.„..)  =  -  -f'J^  +  ;  (•'•«+?>{•„>(■'•,  +  ?/.-,  ); 

les  huit  autres  étant  satisfaites  d'elles-mèmos. 
Or  l'éipialion  (K)  donne 

■r„.^i  +  /„-nV  A  _  .r,-T-  /.,\l 

doM 

'*-^n  .  I  =  -^1  ^11  -+-  /'  I  ^'n  ^• 

Ci,  à  l'aide  de  ces  valeurs  de  x„+,,  A„+,,  la  vérification  est  immédiate. 


(')    Voir,  par  fxempie,  r>lRl(  iii.rt.    f'nrlrsiini;rn  iiher  /ahlcnlhcnriv.  i'  kA\- 
linn  rli:  M.  l)e(lekin<l,  papr  120. 


sril   i.Ks   roNCïif)Ns  mikmen^ks  siniulikiiks.  .'>i~ 

l'.ii  si<c)ml  lii'ii,  pour-  ii  ^^  —  i ,  on  a 

X  =  ./', ,         />■  =  —  A",, 

l'I  l'on  iTcomiKil  sans  dillicnllL-  (|uc  le  proclnil  de  la  transfoinia- 
I  ion  (./;,,  /i,  )  |iai'  la  I  ranslnrnialiijn  (./■,,  —  k,  )  si-  iiVinil  i(!('nlii|iii'i]|i'iil 
à  la  Iranslniniarinii  iiiiili'.  Ainsi  : 

Ton  1rs  1rs  Iransjornialioiis  si/i^iilicres  du  prrmiri'  ilt'i^ré  soiil 
1rs  pnissaiiccs,  positives  ou  iicg(tli\cs,  d'urtr  tnriiir  Ira/isfurmatidii 
(Ir  cr  (It'iiré^  T, . 

170.  I)ien  enti'iiiln  on  no  rcgarih;  pas  comme  dislinclcs  tliMix  Irans- 
t'oinialions  siiiL;nlièies  ([non  peut  ramener  l'une  à  lanlii.'  par  unr 
li'ansl'ormalion  ordinaire  tin  premier  </e^/v; .-  c'esLainsi  (pie  la  transfor- 
mation (2)  el  celle  où  Ton  change  simultainiiirril  les  signes  de  /  et 
de  A"  ne  sont  pas  distinctes,  caria  seconde  sdlilirnl  m  faisant  suivre 
la  première  de  la  transformation  ((j). 

171.  Ici  se  [)use  un  [irolilriue  liés  inl(?ressanl,  (|u  il  scia  plus  simple 
dénoncer  en  empruntant  le  langage  géomélricpie  : 

Considérons  deux  surfaces  liv[)ercllipliqucs,  .s  el  S,  [)oiir  lesijnellcs 
les  coordonnées  d'un  point  s'expriment  respectivement  par  des  fonc- 
tions abéliennes  aux  périodes  g,  li,  i,-'  et  G,  H,  (j'  :  si  Ton  peut  passer 
de  G,  II,  G'  à  .if,  //,  g'  par  une  Iraiisformation  singulière  du  premier 
degré,  à  un  point  de;  .y  coir<'s[)oiid  un  el  un  seul  point  de  S,  et  técipro- 
quenient,  d'après  la  signilicalion  du  degré.  C'est  pn'cisément  la  trans- 
l'ormalion  (2)  (jui  établit  celle  correspondance  iiiii\()'jiir  en  Ire  les 
|)oinls  des  deux  surfaces. 

\a\  (pieslioii  (pii  inleiA  ieiil  iialurellemenl  est  la  siii\ante  : 

l^es  deux  surfacrs  s  cl  S,  qui  se  correspondent  point  par  point, 
iint-rllrs  1rs  nirnirs  modules,  en  appelant  inoduirs  d'une  surface 
liN  |)erellipti(jue  ceux  de  la  courbe  de  genre  deux  ipii  donne  naissance 
aii\  fonctions  al)éli<'nnes  correspondant  à  la  surface? 

172.  Précisons  celle  notion  de  modules.  Supposons  (pie  les  coor- 
données homogènes  d'un  point  de  S  soient  pnjpoilionnelles  à  quatre 
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fonrtions  llirla,  (Il-s  vaiiaMcs  l  ,  \,  toriincs  avec  les  périodes  (i. 
Il,  (•',  et  irayanl  aurun  fard'ui;  fonction  de  L  ,  V,  row/»i///,"  admet- 
tons de  plus  qu'à  un  point  de  S  réponde,  aux  périodes  près,  un  et  un 
seul  système  U,  V.  Une  pareille  représentation  paramétrique  n'est 
possible  que  d'une  manière,  à  une  transformation  ordinaire  près  dOrdre 
un  :  car  si  les  quatre  coordonnées  sont  aussi  proportionnelles  à  quatre 
fonctions  tlièta,  sans  facteur  commun,  de  U',  \',  la  transformation  (pii 
fait  passer  de  L  ,  V  à  U',  V  est  ordinaire,  puis(prelle  change  une  fonc- 
tion thêta  en  une  fonction  tlièta;  elle  est  du  premier  ordre,  puisque 
à  un  système  U,  V(ouU',V')  répond  un  seul  point  de  la  surface, 
et  par  suite  un  seul  système  U',  V'  (ou  U,  V).  Nous  dirons  que  les 
modules  de  S  sont  ceux  des  fonctions  abéliennes  de  la  représentation 
ainsi  définie,  ou  ceux  de  la  courbe  de  genre  deux  {généra trice  de  ces 
fonctions. 

173.  Sur  la  surface  S,  si  Ton  désij^ne  par  &(U,V)  une  fonction 
lliéla  du  premier  ordre,  aux  périodes  G,  II,  G',  les  courbes  repré- 
seuli-es  par  ré(Mialii)u 

r(r4-a,V4-;i)  =  o, 

où  a  et  ^  sont  doux  conslanles  quelconques,  s(mt  de  j;enre  deux  et  de 
mêmes  modules  (');  ces  modules  sont  ceux  de  la  surface  S  ("). 

Kn'cctuons  maintenant  la  transformation  singulière  du  premier 
degré,  d'indices  /  cl  A",  qui  fait  passer  de  S  à  s  :  la  fonction  thêta  du 
i)remier  ordre  &(lJ  -t-  a,  ^'  -i-  ^)  se  transforme  en  une  fonction  inter- 
médiaire singulière  (n"  161),  d'indices  /  et  /.  (|ui  est  évidemment  de 

la  forme 

o(«  -I-  X,  ('  -I-  a), 

>.  et  a  dépendant  linéairenii  ni  de  a  cl  Ji. 

(')  Voir  noire  Mémoire  Sur  les  surfaces  hypcrelliptiques,  4*  série,  l.  IX  «le 
ce  Journal,  p.  V'-'ï- 

(')  Kn  effel,  sur  utu;  surfare  do  Kuninier,  |i«nir  lai|uellu  les  coordoiinées  lioiiio- 
^énes  (l'un  point  sonl  proporlionncllcs  à  (|u,-)ti'c  t'onclions  lliùla  normales  paires, 
(lu  second  ordre  el  à  caraclérisiique  nulle,  des  variables  l)  el  \ ,  les  courlies 
'3(\]-Jrt,  V-hS)=o  ont  pour  modules  les  rapports  anlinminniques  quatre  à 
quatre  des  six  points  doubles  situés  sur  une  même  ronique  (Ihid..  p.  i  l 'i).  c'est- 
à-dire  les  modules  des  fonctions  abéliennes  de  la  représenlalioii. 
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(^(•lii  |)OS('',  si  les  deii.v  suifaccs  s  el  S  ont  les  luôiiies  modules,  c'est 
((u'oii  |ieiit  i)asser  do  ruiie  à  l'aiiliv  par  une  Iransformalion  ordinain- 
du  picmier ordre;  une  telle  Iraiisl'ornialion,  comme  on  le  sait  depuis 
M.  ilcrmile,  et  comme  cela  ri-snlle  aussi  du  théorème  \)\us  général  du 
II'  \(ii,  change  une  fonction  thêta  d'ordre  un  de  U  et  V,  en  une 
tomlion  thêta  d'ordre  un  de  u,  v.  Dès  lors,  soient  U,  V  un  point  quel- 
compie  d(>  S;  //,  c  et  u',  v'  les  points  des  qui  lui  correspondent  rcspec- 
livemeut  par  la  Iraust'ormalioii  singulière  et  par  la  transformation  or- 
dinaire (pi'ou  vient  de  détiuir  :  la  transformation  (pii  fait  passer,  sur 
•V,  du  point  a',  «•'  au  point  a,  i-  est  uiiivo(pie  et  hiratiounelle,  puiscpie 
les  deux  précédentes  le  sont,  et  elle  transforme  luic  fonction  thêta 
d'ordre  un,  0(«'-t-a',  v' -h  ^'),  en  une  fonction  intermédiaire  singu- 
lière d'indices  /  et  /,,  cp(w  +  A,  c  +  [a),  A  et  a  dépendant  linéairement 
do  a'  et  [i'. 

Récipnxpicmcnl,  si  la  surface  .9  admet  une  Iransformalion  biralion- 
nclle  en  elle-même,  transformant  0(u'+a',  r'-f- ji')  en9(«-)-X,  i'-h[J.), 
les  deux  surfaces  .?  et  S  onl  les  mêmes  modules.  Kn  effet,  la  transfor- 
uuition  singulière  du  premier  degré,  qui  mène  de  S  à  .s,  fait  cor- 
respondre point  par  point  les  courbes 

Sr(U-fa,  V  +  {5)=^o  et  o(// +  A,  c -i- ix)  =  o, 

do  sorte  que  les  courbes 

&(lJ-f-a,  V-H  j3)  =  o  et  O(u'-i-a,r'+[i)  =  o 

se  correspondent  également  point  par  point  el  ont  dès  lors  les  mêmes 
modules  :  ces  modules  étant  rospeclivemont  ceux  des  surfaces  S  et  s, 
la  pioposilion  est  établie. 

Donc,  en  résumé,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  S  et 
v  aient  les  mêmes  modules  est  que  s  admette  une  transformation  bira- 
lioiuM'ile  en  elle-même  faisant  correspondre  à  la  courbe 

0(//  +  a',  r+  j3')  =  o, 
où  0  est  une  fouclion  thêta  d'oiibo  un,  une  eouibe 

9(«  4-  A,  i-+  a)  =  <), 
Joiirn.  de  Math.  (  j'  sone),  loiiic  \  I.  —  F,isc.  III,  19110.  '{">. 
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(ii'i  V  est  mil'  lonclimi  iiitcniii'diiiiro  siiii,Mili<''rc.  aviiiit  |K)iir  iiidicos 
roux  (lo  la  liiiiislnniiation  siii,t:nli""'rc  du  |iii'iiiior  d(\t;iv  (|Mi  fait  passor 
de  S  il  ç. 

I7i.  Nous  vcir-ons  plus  loin,  dans  le  (".liapilir  di'  la  Mnlh|iliialiiin 
sinjïulièrc,  <|nc  lis  transformalions  biralionncllos  diino  sniracp  liy- 
porollipliquc  siinplcniviit  singulière  en  cllc-mrmc  sont  r()ni|>i'is<'s 
dans  les  formules  (n°  103) 

/   ;/'=  G  H  —  yoT, 

(   (••  =  nu  4-  (c  -t-  jÎTh-, 


(«) 


l'U  su|)posanl  loiijonis  (pir  les  p(''iiod(>s  if,  //,  g'  soicul  li/'cs  par  la 
snili-  rcldlion  g-\-'^h  -+-  ■^■g'  =  a,  et  en  d(''sij,Mianl  par  z  <■(  i  deux 
fuliors.  lels  ipic 

C-H-  ;ip7 -H  yT- =  ±  I . 

Soit  niainli  liant  ])OSÔ 

()(u'-h  01.',  l'-f-  ^')  --:^  •!(//,  r); 

il  s"ai,nt  di-xpriincr  «|ni'  yi //,  iM  est  iiih'  fonction  inlcrnn'diaiit' sinj^ii- 
lirre  d'indices  /  d  /■ .  (  )ii  a  i''\  idiiiiiiicnl 


(u  -\-  i.  r)  =  K^/,  c  +  I)  --=  •}(".>■), 


car  aufînienlir  //  on  i  il<"  riiiiili'  revii^nl  à  aiinniculiT  //  cl  c'  de  nomlires 
enliers,  ce  ipii  m-  clian^i"  pas  la  loncl  ion  0(  u'  -+-  a',  r  -t-  ^3  ).  (  )ii  a  cu- 
snile 

liu  ■+-  g,  f  -f-  //)  =  ()(u'  -h  01.'  -h  zg  —  yj/i,  i'+  ,3-1-  !jg  ■+-  {z  ■+-  St)//) 
=  fi(u'  +  a'  +  Pi'-  —  Y^//,  r  -H  Jï  +  ;://  —  V'Ti'-). 

en  tenant  coinpie  de  ^i,'' -)- |î// -H  yA''=  <><  'l-  1'"  ^uile.  l'ii  mmIu  di'- 
[iropijrtés  foiidainenlales  des  fonctions  tlièla, 

■l(  u     r-  i'.  l-  -I-  //')  ^  ()(U'  -+-  Ol\  c'  -f-  p    ),.-:in,lK-Y'"',  -«n-t. 
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<  >ll   ll<p||M'iiiil  (!r  IIHMIK* 

cl  les  condilions  nôccssaircs  et  suffisantes  pour  (juo  •]/(//,  i)  soit  une 
fonction  iutorniodiairo  sinn-ulirro  «l'inflicos  /,  Xsoul 


'!») 


1  /.=7fv.:4-^7). 
(  icia  n'xicnl  à  iliic  (jiic  la  suhsliliiliini  liiirairc  à  coclTicicnls  ontiiMs 

(   V  =  ln   -v/.v, 
(>«>;  (/-■+,3/./4-7/r=.) 

(    \  —  ku  +  (/+  ^/i  )i' 

doit  rire  le  rari>''  (ruiic  sui)stilulioii,  égalenicnt  à  cocITicicuts  ciiliers, 

ni) 


V  =  C7«  +  ('p  +  ^a)c, 


ou  I  oti  a 


(12)  2- -H  ;3pT  +  -;'7-  —  ±  I. 

17."».   Deux  cas  sonl  maiiiliMiaiil  à  distinguer,  selon  (|ui'  la  fidini' 
p*-t-  j^po- H- Y^"  ne  j)inil  ou  peul  ii'ini'scnter  le  nombre  —  i. 

I  7(».    Da/is-  le  pifiiiicr  cas,  on  a  nécessaiicuicnl  dans  (  12) 

cl  il  rcsullc  (lu  11"  l(»î)  ([uc  loulcs  les  suhslilulions  des  formes  (10) 
et  (in  sonl  des  puissances  d'une  substitution  du  luêuie  type,  T,, 
où  /  et  A  seraient  remplacés  par  la  plus  petite  solution,  /, ,  /,,,  de 
l"é(pialion  /=  +  j3A7  4- 7/1^=  i .  Si  donc  la  substitution  {\o)  est  une 
puissance  de  T,  paire,  Tj',  les  entiers  p  et  n  seront  les  coefficients 
de  la  substitution  T'f,  et  les  écpiations  (9)  seront  satisfaites  pour  ces 
valeurs  de  p  et  a-,  c'est-à-dire  (pie  les  deux  surfaces  S  et  sauront  les 
mêmes  modules. 

Si,  au  contraire,  la  substitution  (10)  est  une  puissance  in>paii-c. 
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T;*""',  elle  ne  peut  être  le  eané  dune  siihslilulion  de  même  forme, 
puisque  celle-ci  serait  également  une  puissance  de  T,  :  on  ne  peut 
donc  trouver  des  entiers  p  cl  a  vérifiant  les  équations  (<)),  c'est-à-dire 
que  les  deux  surfaces  S  et  ^  n'ont  pas  les  mêmes  modules. 

Soit  alors  s,  la  surface  transformée  de  S  par  la  transformation  '1',  : 
il  est  clair  que  la  transformée  de  S  par  la  transformation  T^'*'  a  les 
mêmes  modules  que  s,,  car  on  l'obtient  en  elVectuanl  sur  4-,  la  trans- 
formation T;',  laquelle  est  le  carré  de  T^.  Ainsi,  les  surfaces  obtenues 
en  elTectuant  sur  S  les  transformations  T^'*'  n'ont  pas  les  luèines 
modules  que  S,  mais  ont  entre  elles  les  mêmes  modules. 

177.  l'Iiiroiis-uous  iiiaiiilcnant  c/d/is  le  srroud  ras,  où  la  Ioiiik' 
c-'-H  ^jSî-t- YT-  peut  représenter  —  i .  Soit  po)  'o  ""c  solution  de  ré(|ua- 
lion  pl+  pf „ (7o -4- Y^o  =  ""  ''  et  désignons  par  I„  la  substitution  (i  \). 
où  p  et  7  sont  remplacés  par  p„  et  t„. 

Il  est  clair  que  la  substitution  X^  est  du  type(io);  ou  a  en  ellul  pour 
celte  substitution 

/  =  ?o  -  V^M .         A-  =  cr„  (  2  p„  -+-  ^7„  ) , 

<•!  l'on  vérilie  que 

/^  _,-3/.7  + Y /'■'  =  + '• 
l'ar  suite 

—  0  —     *  1  ' 

n  désignant  iiii  (iilierctT,  ayant  la  même  signification  (pie  ci-dessus. 
.le  dis  que  cel  entier  est  nécessairement  impair.  Si,  eu  eiïet,  il  «'tail 
pair,  //  =  iq,  on  aurait 

c'est-à-dire  fpie  les  carrés  des  deu\  substitutions  il„  et  T'\  seraient  les 
mêmes.  Or '!"';[  est  delà  forme  (lo),  soient  /'et  A' les  valeurs  coirespoii- 
dantcs  de  ses  coeflieienls;  eu  ('erivant  (pie  Ij;  es!  la  niètiie  ■>ulis|  iliiliou 
que  (T*)',  on  a 

(  7,(af„  +  :ia„)  =  X-ï-2/'-F[iJA'). 
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l']ii  rliniinaiit  p„,  oti  ohlinil  r(''(|ii;ilioii  Ijican'ée  en  7„  : 

(lonl  los  racines  sont 

.,  _  a  /"  -  a  Y  /.-"  4-  a  p  /.'/'-)-  P  A''  ±  2  (  /"  -+-  3 /■'/'■+ y/,"  ) 
d  Où 

p'— 4  7 
c'esl-à-cliiv 

(Ml  tli'si|4iianl  toujours  par  A  rinvariant,  ^' —  iy,  de  la  relation  entre 
les  périodes.  Or,  le  cas  elliptique  élant  exclu,  puisqu'il  n'y  a  pas  alors 
lie  Iransforinalions  singulières  du  premier  ordre,  A  n'est  pas  un  carré 
l)arfail,  de  sorte  que  les  valeurs  ci-dessus  de  7„  ne  sont  pas  entières,  et 
sont  dès  lors  inadmissibles. 

2"  (TJ;  =:  k'-  ; 

c'est-à-dire 

£  désignant  ±  i .  On  en  conehit  par  (t3  ) 

de  Sdile  (|ue 

fi;-^-?fo^,  +  r^o  =  ''  +  ?^'/'+ 7^  '=  1. 

ce  (|ui  est  iiiadtnissilile,  puisque  c|; -h  ^Pn'Jo -+- Y^ii  ''  '''''  su|)[)osé  égal 
à  —  I . 

Donc  eidiu  //  ne  peut  èti'cpair,  cesl-à-dire  (jue 

■""n  —    '1  *  t         ' 

d'où 
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Or  X„  ol  T,'  5=""'  fl«'s  siil»stiliilions  de  la  forme  (ii),  el  l'on  vérilie 
sans  difficiilk''  que  si  \  cl  13  sont  tlcuv  subslilulions  de  celle  nalure, 
nii  a  AIÎ  =  HA,  c'csl-à-dire 

donc 

T,  =  (i:„v)=, 

e"esl-à-dire(jiieT,,  el  loules  ses  puissances,  sont  des  puissances  paires 
d'une  nièuie  snlistitulion  ;  donc,  d'après  ce  qui  précède,  les  surfaces  S 

el  .V  ont  |i'>  nii'iiii'-  iiiniluli'S. 

17S.    \  iiici  le  ri'sumé  de  eeU(>  lliéorie  : 

Soi/  iinr  surface  hypcrclUplique  pour  larpu'Uc  Ion  périodes 
lies  fondions  abélienncs  rorrcspondanles  (  n"  l72).vo«/  lices  par  la 
relation 

•i  -I-  ^A  +  y.i'-'—  o. 

Si  la  forme  ./' +  jï^^)' -f- y)''  p<'ul  reprèsenler  Ir  nombre  —  i, 
toutes  les  surfaees  que  l'on  déduit  de  la  première  par  une  trans- 
formation singulière  du  premier  déféré  ont  les  mêmes  modules 
fjil'rlle. 

Si  la  forme  .1-  -+-  ^^xy  -+-  y^-  ne  peut  représenter  —  r ,  les  trans- 
formations sinaulières  du  premier  de^ré  étant,  eonn/ie  toujours, 
des  puissances  d'unr  menu-  transformation  l, ,  les  surfaees  d<-duites 
de  la  surface  primilis  e  par  tes  Irans formations  T^''  ont  les  ménies 
modules  qu  'elle  ;  1rs  surfai-es  déduites  par  les  Irans  formations  'V\'''  ' 
ont  entre  rUrs  les  mé-nifs  modules,  mais  u  'oui pas  les  modules  dr  lit 
surface  printitixe. 

\ .(•?.  p(''riodes  il.  il.  (i  ,  (|iii  rc|ii>iiili-ul  à  mu-  des  siirlaci's  lran>fin'- 
MK-es  de  la  prciiiièi  i-  ci  di-  mndiili-s  dillV-ieuls,  smil  diiuni'-i's  par  li's  for- 
mules (n"  !(»(»)  : 

(.4)  n^lJ»  -yf^,i:\ 

/,.   /i ,   <li'->i;^iii'iil   Inujours  la   pins  pclilc  ^nlnliou  ri\   iiMinliics   ciilicrs 


srit   TES    ^■o^CTl().^s   ahki.iennks   srM;ri.ii:iu:s.  i?.) 

(iiiilir  (|ui'  1 ,  i>)  (11'  ri''(|iiali<jii 

I7Î).  I\fi)i(ir(iiir  I .  —  L;i  |iro])i'iélc',  |i(jui  hi  U>\\\k  x- -^^xy -\r^iy'' , 
(le  ii'|)i'rsciilcr  -  I,  110  (Irpciul  (rominc  cela  dnil  rlic  )  <|iii'  rlii  discri- 
iiiiiiaiit  ji- —  'ly,  c"(/sl-à-(liic  de  riinariaiil  \.  la:  rllrl,  la  n'Ialiuii 
./■-  H-  |3./'_K  -+"  YJ'"  =  —  '  1>''"I-  s'(!'Ciiie 

(  -ix^  ?.)')'-  A)'-=   -  f, 

Cl.'  i|iii  ii'\i<'iil  i-x<i<lfiiii-iil  II  A\\\-  <iiir  la  l'oniir  \-' —  A^  ■'  |ii'nl  icpii'-- 
Si'IlIlM-    —    'i  (il"  l(»7). 

ISO.  Hcinarqtic  1 1 .  —  Dans  le  cas  où  la  forme  ■'■''  -^  ^^''v  -\-  '{y' 
[icul  lepiTsenLer — i,  loiiles  les  siihslilulioiis  (i  i)  : 

U  =  p«  —  7^7  c, 

V  =  7//  +  (p  +  ;37)r, 
où 

soiil  dos  piiissancos  d'une  seule  deiilrc  elles  (ainsi  que  cela  a  élé 
doinonlrô  pour  le  cas  où  la  foi  nii"  no  peut  représonler  —  i).  J'our  siiu- 
plifier,  disons  (pu-  la  suhslihilinn  isl  droile  ou  gauche  selon  (pTelle 
correspond  à  +  i  ou  à  —  i.  Ou  a  \u  ipie  les  suhsliUitions  droilos  soni 
des  puissances  de  T,,  el  l'on  a  lrou\é(  n°  177) 

1',  =  !;, 

1,  élanl  j^auche  (car  c'est  le  produit  d'une  suhsiilulion  L^audio,  1„,  |)ar 
une  droite,  T^*).  Soit  alors  1  une  substitution   t^auclio  (|uelcoii(pie; 

(')  Soit  une  surface  de  Kumnier,  5,  pour  laquelle  les  coordonnées  lioniogèues 
'l'un  poiiil  ^<iiil  |ir()|)orlic)iinelles  à  quatre  fbnclion-i  lln'la  normales,  paires,  du 
-i'CoikI  nrilie  l't  à  caiacléris.lique  nulle,  des  variahlfs  ii  et  c,  formées  avi'c  les 
péiiodes  g,  li,  g'\  soil  de  uiènie  S  une  surface  analogue  répondant  aux  variables  U 
et  V  el  aux  périodes  G,  11.  G';  il  est- clair  que  la  Iransfornialion  l'  z^  f,ii  —  y/'i»'; 
\' =;  X,  « +( /, -t- 3^1  )  c  est  hiralionnelle  entre  les  points  des  deux  surfaces  :  ou 
voit  ainsi  que  deux  surfaces  <le  Kuniiner  peuvent  se  correspondre  point  par  point 
sans  que  les  rapports  anliarmonicpies,  quatre  à  quatre,  des  six  poinl>i  iloulil.-- 
siiués  sur  une  inèinc  coni(|ue  soient  les  mêmes  pour  les  deux  surfaces. 
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XI,  t'sl  f]i'oit(\  donc 

VV     fr  V^»- 

d'où 


Les  substiludons  droites  sont  donc  des  puissances  paires,  les 
substitutions  fnauches  des  puissances  impaires  d'une  même  substitu- 
tion 1,. 

De  plus  :  toute  substitution  droite  est  le  carré  d'une  autre  substi- 
tution, droite  ou  gauche. 

ISl.  Nous  sommes  arrivés  au  II"  178  à  la  notion  de  surfaces  (liypcr- 
clliptiques)  se  correspondant  point  par  point  sans  avoir  les  mômes  mo- 
dules; ce  résultat,  assez  inattendu  si  Ton  s'en  tient  à  l'analogie  avec  le 
cas  des  courbes,  peut  recevoir  une  autre  forme  géométrique. 

Une  surface  hvperelliplique  générale  S  est  une  surface  qui  cor- 
respond point  par  couple  à  une  courbe  C,  de  genre  deux  ('),  c'est- 
à-dire  qu'à  un  couple  de  points  pris  sur  C  répond  un  et  un  seul  point 
de  S,  et  réciproquement  :  dès  lors  le  fait  que  deux  surfaces  bypcrellip- 
tiques  peuvent  se  correspondre  point  par  point  sans  avoir  les  mêmes 
modules  montre  que  deux  courbes  de  genre  deux  peuvent  se 
correspondre  couple  par  couple  sans  avoir  les  mêmes  modules. 
Ces  courbes  de  genre  deux  donnent  naissance,  d'après  tout  ce  cpii  pré- 
cède, à  des  fonctions  abélienncs  singulières;  il  serait  intéressant  de 
poursuivre  dos  rechcrcbes  analogues  sur  deux  courbes  de  genre  quel- 
conque. 

182.  Le  théorème  général  du  n°  178  résout,  au  point  de  rue  des 
périodes,  le  problème  de  la  détermination  des  couples  de  surfaces 
hyperellipliques  se  correspondant  point  par  point,  sans  avoir  les  mêmes 
modules  :  les  formules  (i  {)  donnent,  en  elTet,  les  valeurs  des  périodes 
(i,  II,  Cî',  répondant  à  l'une  des  surfaces,  en  fonction  des  périodes 
^«•j  h,  g' ,  (\\n  répondent  à  laiiln'. 

Il  resterait  à  compléter  ce  résullat  au  point  df  roc  des  modules, 

(')  \'nir,  par  exemple,  noire  Mémoire  Sur  une  surface  ilu  aixième  ordre  tù'e 
au.r  foiiclioiis  nltclicnnes  de  f;enre  trois  (cf  .loiirnal,  j'  série,  t.  Il,  p.  a(J3). 
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c'esl-à  (liic  il  (Iriciiiliricr  tous  les  systèmes  de  modules  r////i'/vv//.v  tels 
(|ue  les  surfaces  iiy|)('i'clli|)li<|ues  correspoudaiiles  soiciil  ii'|]ii''srii- 
lahles  point  par  point  liinc  sur  l'autre  (  '). 


TROISIIiME  PARTI!' 

Ml  I.TlPr.lCATKlN    COMPI.l:\i:. 


ISÔ.  1^0  pr()l)l<''iiie  do  la  mulli|)lication  coin[)k'\e,  extension  directe 
lu  ]>n)l)lènic  analogue  pour  les  fonctions  elliptiques,  peut  se  poser 


ainsi  : 


Soil  un  sysiènie  de  fonctions  abéliennes  à  dcu\  variables  l  ,  \'  aii\ 
péiiddi'^^  (  i,  ll,(i',  on  opère  sur  ces  périodes  une  Iransfornialiim  ipid- 
conijue,  ordinaire  ou  singulière  :  il  s'agit  de  reconnaître  dans  (jiiel  cas 
les  périodes  Iransfonnées  (if,  />,  g')  seront  idenliques  aux  ])éri()des 
primitives  (("i,  II,  (i  ). 

Au  point  de  vue  géométrique,  étant  donnée  une  surface  li\  pncllip- 
tique,  liée  aux  paramètres  u  et  f,  si  Ton  pose 

(i)  U  =  X« -h  p.i-,  V  =  A';^  +  a'i', 

peut-on  déterminer  les  constantes  \  et  [j.  de  manière  qu'à  un  point 
(//,  f)  de  la  surface  réponde  un  cl  un  seul  point  (H.  V)  de  la  ménu' 
surface  ? 

(>  prolilémi' eoinpirnd  celui  de  la  voc\\i'A-v\\v  t\r^  li-ansformalions 
liit'dlmnncllcs  (l'une  sui'J'urr  hvpci-rllipl'ujui'  m  cllc-nn'mf. 

I8i-.  Ri'niitnjuc.  —  La  niiilliplication  ((muiiIcm'  n'a  pas  élé  jus- 
ipi'ici,  à  notre  connaissance  du  moins,  traitée  avec  la  généralité  qu'elle 
comporte  par  les  divers  auteurs  qui  s'en  sont  occupés.  C'est  ainsi  ipio 
MM.  Frobenius,  Weber,  Wilthciss  (")  se  sont  bornés  au  cas  où  la 


(')    Voir  à   ce  sujel  une  Mole  que   nous  avons  (lulilice  au\  Comptes  rendus 
{i"  semestre  1899). 

(-)  FiiOBENius,  Journal  de  Crelle,  l.  \C\ .  p.  a64-  — NN  kiikr.  .In/iali  di  Afale- 
rnalica.  a"  série,  t.  I\.  —  W'iltiikiss,  Mnlli.  Annalcn,  l.  \\l.  p.  SSj-SqS. 
Jour»,  de  Matli.  (h'  série),  loiiie  VI.     -   liisc.  lU.  i.)...).  \,^ 
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traiisfornialidii  qui  liiil  pnssor  des  v;uial)lfs  \  ,  \  aii\  variables  //,  f, 
est  unn  Iransfoiinatinn  ordinaire  dllfrmilp,  sans  prendre  p:arde  aux 
transformations  siiigidiéres  qui  conduisent  préciséiuenl  au\  niullipli- 
calions  les  plus  intéressantes. 

Il  y  aura,  d'après  cela,  deux  es[)èces  do  luulliplicalions  complexes  : 
I"  les  multiplications  ordinaires,  qui  dérivent  d'une  transformation 
d'Hormite;  2°  \cs  miiffiplications  sinirulicrcs,  i\m  dérivent  dune  de 
nos  transformations  sinfjulières. 

I80.  F>os  relations  entre  les  périodes  g,  h,  g'  de  multiplicalion 
complexe  s'obtiennent  immédiatement  en  faisant,  dans  les  relations  (2) 
de  la  première  Partie,  G  =  g,  H  =  A,  G'  =  g' ;  ce  qui  donne 

>.  =  (7„  +  a,^g  -ha.,/i, 

A  =  a,  H-rt,//  -t-rr, 
'/.  i'  -+-  u.  //  ^-il„-\-  il.^g  -i-(l.Jl, 
'/Jg  -f-  a  /i  =  '/,  -+-  (l,,  h  -f-  d.,g  , 

L'élimination  de  A,  a,  //,  u.'  conduit  aux  quatre  équalious  fon- 
diinientah's 

(A)  g'-a.,,-h  glt{f/..+ l>,)    -f-    /rb.-h              g{f'„— d,) -^   /i(h„— d^)  —  </„  =  o. 

{  I)  )  g/itr,,  -+-    gg'a..  -h  Irh^  -t-  hg  h.  -+■  g<^'i  +-  /'(  /'.  —  'Ai  »  —    A'  '/;              '    'f,  —  ". 

(G)  glid-,^     ggl>3-^li'<li-^llg'f>i  —  ^'Ci-^ll^(<li,—  i^i)-^    if'^'n                —   '•«  =0. 

(  1)  )  lr-fi,-^lig[a..-^bj)     -^  g"-l>.-^               /i{<i,  —  i\)  +  g'(h,  —  r..)  —  r,  —  tK 

Les  a,,  //,,  c,,  </,  sont  toujours  des  entiers,  caraetérisliipies  de  la 
transformation  employée  (i). 

IS(».  Les  relalions  (A),  {\i),  (C),  (D)  ne  sont  des  identités  (pie 
si   a,  =  f/,  —  O,  ~  h,  ~  II,  =  //„  =  (•„  =  /•,  —  <■;,  =  t/„  =  d,  =  dj  —  n,   et 

a„  —  /',  =  '/,  —  'a  ;  la  transformation  (î)esl  alors 

l^  ^;  r/„ii,  \  =  ri„i-, 

vl  se  réduit  a  !■!  iiiulhplicaliiiu  ordiiiiiire  p.n  *ï\[  uonilne  entier. 


u. 

=  /'„ 

,+/'. 

,,!,' 

-*-/'. 

,//. 

ja' 

=  /', 

1-^/' 

,A 

+  //, 

:.-    ■ 

A 

/, 

-h  a 

è' 

-  t'o 

-+-'-■. 

0 

+  '■; 

.A, 

>. 

7/  +  u.' 

^ 

=  <", 

+  '■:, 

A 

■4-  f., 

1  ."^        • 
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187.   l)('sij;iioiis  |)iii-  A,  15,  (!,  I)  les  priMiiicrs  membres  des  quatre 

it'liilidiis  ci-ilcssus;  on  ;i  ii|riiiii|iii'iiiriit 

,3)      j   \(a.Ji  -+-  a.ic'-ha,  )  —  liC/'.,,:?  -+-  (iji  -h  ri,,) 


A  (<f.,/i  -h  f>j^''  —  r.,)  -f-  \\(a.Ji  4-  l>-,ii'  —  r.,  ) 

-  (U'n,<:  -t-  hj,    -  r/,  )  -  Dû/,-  +  A,//  —  f/,  )  ss  F,, 


(f) 
olaiil  posé 

(  ')  j  -+-  ;rf(  «'/).,  +  (/>'■),,!  4-  ,-'[(' r/./),,,  -f-  (/yf),„  1 

'  +  /'  !<«<)„,  -l-(Ar)„,  -  (ar/),,  — (7;r-),,]  -h  \(a</),„  -+-  (Ac)„,  |, 

(  F,  =  (A^' --/[(/.„ V,  4- (^,«),,1 

'  +  /'  |<  '-/Ooa  ^-(r/'),.  -  (da)„,  -  (da),,\  -+■  [(de),,  +  ((l<:)„\. 

On  observera  que  l.-s  iclalinns  F,  =  o  el  F.  =  o  sont  les  relations 
siiij;iilicn>s  (  )  A/.v  )  (•(  (  j  i  di'  la  première  Partie  entre  les  périodes  ini- 
tiales et  linales  de  la  transformation;  elles  ne  sont  i(leiiti([neni(Mil 
nulles  (jue  si  la  transformation  considérée  est  ordinaire,  el,  d"aill<Mirs. 
si  l'une  d'elles  est  une  identité,  l'autre  l'est  également  (n"  lô?  ). 

\ous  dirons  que  la  mnltipliealion  complexe  considérée  conduil  de 
la  relation  F,  =  o  à  la  relation  1''.  =  o. 

ISS.  Fc  [)i'ohlème  est  niainlenant  de  trouver  a  priori  les  p('riodes 
-,  //.  -  t. -Iles  (pie  les  rrlalioMs  A  =  o,  B  =  o,  C  =  o,  I)  =  o  puissent 
avoir  li(ni.  par  un  clioix  couMnable  des  entiers  a,-,  i,-,  c,,  c/,. 

180.  Iiriiiar>nic.  —  Les  termes  du  second  degré  en  -, //,  -',  dans 
les  premiers  membres  des  étpiations  (A),  (  15  ).  (  C  ),  (D),  ii.-uvent  se 
mettre  respectivement  sous  la  forme  remarquable  suivante  : 

I         l'Ali-  -  A'A")  -+-  ;.'■  [  ^/,  -  4-  (a,  4-  A,  )//  +  h,.r- 1^ 

i    —  l'i  Û''  -  .i'A''  )-+-//[  a,  -  +  (<7,  -H  h,,  )//  -f-  h, g  |, 
1        fh{l'--  iiii' )  4-  -' I  a,  -  +  {a.,+  A, ) //  +  A.,  -' ] . 
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On  en  conclut  que,  si  l'on  ref^arclc  ^,  /i,  i"'  comiiic  des  coonlonnêes 
courantes,  les  quatre  quadriques  représentées  par  les  écpiations  A  =  o, 
H  =  o,  C  =  o,  D  =  o  ont  en  commun,  dans  le  plan  de  rinlini,  les 
deu\  points 

(  8)  //- — j,'!''  =  o,  a^g  -t-  (r7,,+  /a,W/  4-  h-^g'  =  o. 

On  reconnaît  sans  diflieulté  {pfelles  n'ont  pas,  dansce  plan,  daulre 
point  commun,  à  moins  (]u'nn  n'ait  simultanément 

tl,  =  II.,  -r-  /':,  =  h.  =  o. 

Dans  ce  cas,  les  quatre  équations  (A),  (13),  (C),  (D)  sont  sinjj:u- 
lières  :  les  périodes  g,  //,  g'  ne  sont  alors  liées  que  par  des  relations 
singulières. 

Iî)().  TiiKoiiKME.  —  Il  y  a,  rntrr  les  pcriodcs  (le  iiiullipliration 
complexe,  au  Dioins  une  relation  singulière  (à  coejfirients  eiiliers^. 

Car  les  relations  F,  =  o,  F,  =  o,  li  —  C  =  o  sont  singulières;  le 
seul  cas  d'exception  possible  serait  donc  celui  où  ces  trois  relations 
seraient  des  identités. 

Or  l'identité  13  —  C^o  donne,  en  particulier,  «2=  /y,,  «,  =  —  c,; 
et,  en  faisant  B^C  dans  (/j),  il  vient 


Cf)) 


A  (a .^  Il  ■+-  a.,  g'  —  c,  ) 

-^  Iî(  _  a, g  -+-  iKg' ^(l,  —  c,)-  D(a,g  -i-  hJ,  -  il,)  =  o. 


Considérons  toujours  g,  A,  g'  comme  les  coordonnées  d'un  p<iint 
dans  l'espace;  les  trois  plans 

i         a^li  +  a.,  g'  —  c,  =  o, 
(\o)  <    —  rtjf  -f-  b.^g'  -H  r/,  —  fj  =  o, 

'         a^g  -f-  h, h  —  (/j  =  o 

se  coupent  suixanlum,-  niémr  dn^ile,  caries  déterminants  du  troisième 
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oïdic  coiiipiis  dans  la  matrice 

o        «.,     a,  —  c., 

rt^,       A^      o  —  f/., 

sont  nuls,  conimo  on  le  reconnaît  aisément,  en  Icnaiil  coiniile  do 
n,^/j.j,  et  ((id).,.i-h(/>c).j^=:  o;  cette  (jernière  iclaliun  tiii'e  de  F,sso. 
Dès  lors,  ridenlité  (9)  monln'  (pir  le  plan 

a.ji^  -+-  h.^  Il  —  (/.,  —  o 

cou|)e  la  nnadri(|iie  A  =  o  suivant  une  coniijue  située  sur  la  (|ua- 
dri(jue  B  ^  o  :  les  (|uadri(jues  A  =  o  et  B  =  o  se  coupent  alors  suivant 
une  deuxième  conitpie  située  sur  D  =  o. 

Le  plan,  a.^<(  -+-  O.h  —  d.2=  o,  de  la  première  conique  commune  à 
A  —  o  et  B  =  o,  ayant  ses  coefficients  rationnels  en  fonction  des  coef- 
ficients des  quadriques  A  et  B,  il  en  sera  de  même  du  plan  de  la 
seconde;  c'est-à-dire  qu'il  existei'a  entre  g,  li  et  if'  une  relation 

xo^-t-^i/t-t-y-'— w  =  o, 

où  les  coefficients  sont  rationnels  par  rapport  aux  a,,  h,,  c,,  of,,  c'est- 
à-dire  sont  des  fractions  :  c'est  là  une  relation  singulière  entre  les 
périodes,  et  le  lliéorèmc  est  établi. 

191.  Remarque.  —  On  a  supp(3sé  dans  ce  raisonnement  (jue  les 
trois  plans  (10)  existent,  c'est-à-dire  que  l'équation  d'aucun  d'eux 
n'est  une  identité.  S'il  en  est  autrement,  du  second  par  exemple,  on 
aura  «;,  ^q,  b.,^=  q\  ci  comme  a.,  =  Z».,,  si  a.,  était  nul,  on  serait  dans 
le  cas  signalé  au  n"  189  et  où  les  périodes  ne  sont  liées  que  par  des 
relations  singulières.  Supposons  alors  Oo^o;  l'identité  (9)  devient  : 

\{a..g'  —  C3)  —  \){(t.,g  —  d.,)^o, 
d'où  l'on  conelul,  en  se  reportant  à  lexpression  de  A,  (pie  A  est  de  la 
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forme 

A  =(/n/i  -f  ii){a.^ir  —  rf.,)~  o, 

m  cl  //  ('-lant  ciUicrs,  et  /n^o. 

On  no  saurait  avoir  a.,f^  —  r/j  =  o.  sinon  ir  sciait  réel  et  /i'^  —  i ,  i,'', 
no  sorail  pas  nôs^alif;  on  a  donc 

/////  4-  //  ^  o, 

l'clalion  singuliorc.  Un  raisonncinonl  analoyiio  s  a[)|)li(iiie  au  cas  où 
l'équation  d'un  des  autres  plans  (lo)  scrail  une  identité. 

Mêmes  conclusions,  si  deux  on  trois  de  ces  é([ualions  sont  des 
identités. 

l\)'2.  Avant  de  discnti'c  plus  cniii|)irteniiMil  les  l'olalions  londaniin- 
lalcs  (  A  ),  (13),  (<-"),  (  O)  entre  les  périodes  de  niulliplicalion  complexe, 
nous  étudierons  les  luultijdicalions  dans  rpieUpies  cas  particuliers. 

Multiplication  dans  le  cas  d'une  relation  singulière. 

Iî>.">.    (>ette  relation  pouvant  se  mellre  sous  la  l'orme- 

<1{^  -4-3// 4-7,-=  o, 

et  étant  supposée  la  seule  relation  entre  g,  h,  g\  il  tant  que  les  équa- 
tions (A),  (B),  (C),  (D)  en  soient  des  conséquences,  c'est-à-dire, 
comme  on  le  reconnaît  de  suite,  qu'elles  soient  du  premier  degré  en 
i,',  //,  g'  cl  de  la  forme  g  -+-  3/»  4-  y-  ,  à  un  facteur  entier  ])rés. 
Donc 

a^  ■=(!,=  />,  =  h.,  =  o  ; 


pui 


r^(n„- ri,)  =  />„-</,. 

7<  '''n—  'f:^)  =  o. 

^rt,  =A,-//,. 

—  Jïc,  =  r/„  —  Co, 

-  V.  =  f'«, 

M,  —  Cj  =/;,  — c,=  o. 
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(  )ll  fil   coiicllll 

Y(a.  —  '•,)  —  f^«  -  (^1  =  ?(^'«  -  "':.  ) 

c\  en  C()iii|)iii;iMl  avec  ■'^(^a„  —  d.^)  ^=  o^    on    xnit   (|iic  rH'cessaiiciiK'iil 
f/,,  —  f/j  =  o,  car  P  cl  Y  ne  peuvent  être  nuls  en  iiummc  U'm|)s. 
On  a  ainsi  pour  les  a,,  A,,  r,,  <:/,  les  valeurs 

«0  ^  «0,        /'o  =  -  V3'  '^o  =  "'  ''»  =  "' 

«,  =  r.,,  h,  —  a„  +  J^t'a,  C,  —  o,  tl^  =■  o, 

(^11) 

■«^=0,  A^  :=  o,  C\  =  f/,1  +  Jir'j,  ^/^=  —  Y'':i, 

a.i  =  o,  il.,  =  o,  c,  :=  c,,  «^/^i  ^=  a,|, 

et  la  transformation  de  niulliplicalion  complexe  est,  en  remplaraiil 
par  p  et  T  les  entiers,  restes  aibilraircs,  a„  et  tv,  : 


(12) 


U  =  p«  —  Y^t'î 

V  =  s«  +  (p  +  ^7)r 


Il  est  ais(''  de  trouver  les  indin-s  L  cl  K  de  celte  Iransioriiiatioii. 
On  a,  par  les  formules  (  ">  )  de  la  première  Partie, 

AK  =  (ac)„,  +  (<'/r),^  =  C7('2p  +  JiJ^) 

dOii,  [iiiisipie  vV,  coeflicient  de  ^'' dans  la  relalioii  siuj^ndirre  (  I»  ),.  est 
éi^al  à  1 , 

lùisuile 

L  =  {ad)„.,  +  (ad),.,=  p-  —  Y7^ 

A  nu  point  w,  i'  correspond,  par  (12),  un  seul  point  1   .  \  ,  rt  à  un 
|ioint  I  ,  V  correspondent  0  [)oiiits  //,  c,  étant  posé,  coinmcau  n"  lil, 

o'  =  L-^  +  ;iivL  +  7k-'. 

Imi  laisant   le  caleiil,  «m  Irouxe  [lour  le  ilciiii'  de   la  niullipJK  almn 
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considérée 


(r+?r^-7^^)^- 


H)i.  Ihiiiaïquc.  —  La  transformation  (i  2)  n'osl  ordiiiaiio  (juc  si 
K  =  o,  c'cst-à-dirc  si  cr  =  o,  ce  qui  correspond  à  la  multiplication 
ordinaire  par  un  nombre  entier;  ou  si  2p  -i-  ^17  =  o,  ce  qui  donne 

T  désignant  un  entier  tel  que  ^t  soit  pair.  C'est  là  la  seule  niiilliplica- 
tion  complexe  ordinaire  dans  le  cas  d'une  relation  singulière. 


Multiplication  dans  le  cas  de  deux  relations  singulières. 

l9o.  Si  les  périodes  i;,  //,  i'' sont  liées  seulement  par  deux  rela- 
tions singulières,  on  peut,  en  combinant  celles-ci  linéairement,  en  dé- 
duire une  relation,  également  singulière,  où  le  terme  en  h  ail  disparu  : 

A^^"  +  Cg'  -h  D(  //-•  —  gg')  +  H  =  o. 

L'invariant  de  cette  relation  A(=  —  lAC—  '(^^1'^)  c^l  divisible  par  '1; 
on  peut  donc  (  L  n"  1."  ),  par  une  transformation  ordinaire  du  premier 
ordre,  la  ramtMier  au  type  de  même  invariant 

(A)  lr-f^^'^\- 

La  transff)rmation  employée  eliang<'  une  (pielconipic  des  relations  sin- 
gulières primitives  en  une  relation  singulière,  où  l'on  peut,  en  tenant 
compte  de  (A),  faire  disparaître  le  terme  en  W^  —  gg' .  Finalement,  on 
a  le  droit  de  supposer  que  les  périodes  g,  //,  g'  sont  liées  par  deux 
relations  fie  la  forme 


(.S) 


lr-gg=d, 


fl,  7.,  ^,  (ii  étant  entiers;  de  plus  z,  J5,  y  et  (o  |)en\ent   être  su|iposés 
premiers  entre  eu\. 
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lîMJ.    HiiiKin/iir.  -    (  !liciclioiis  à  (|ticll('s  coridilioiis  duivuiiL  salis- 
liiifc  tl .  y..  |i,  f.j  |H>iir  i|iic  riih'^iilllr 

puisse  rhc  \  «•lilirc  ;  i' , ,  li,.i:\  (li''si;;iiimt    loujoiiis  l.'s  pallies  iiiiii!j;i- 

lliliivs  (le  i',  //,    i:'  ; 


('0 


/'     /'„  '  //', 


l'ii  pivine'f  lien,  les  iiivaiiaiils  \(l  v{  p--  -  ■(7-  '1''^  'Lux  ivlalimis  (i3) 
ilnivrni  /■lie  iMoliifs  (|,  n"  I  i  ).  UiMiiplaeoiis  i: .  /i ,  ::  par  leurs  va- 
l''iiis  (  I  I  )  dans  les  relations  (  1  '5  )  el  séparons  le  réel  de  riniaL;inaiiv, 
il  vient  : 

a-„  +  ;i//„4-Y-;,-co  ==<,, 

i>./'„//,     A',,A'',  -A^',,i^  =«), 

/'(  ^  ,-1.-',  --  '  /','  ■-  .-',l,-„  I  -^  '/  =  <). 


(i5) 


liions  des  den\   lelalions   inleinii'diaires  les    valeurs    propoiiion 
iielles  (II-  i',,  //,,  ^'^  et  (■'eiivoiis  qne  A;  —  ^''i  i,'',  est  négatif  : 

to^  -  (Ji-'  _  ■(  xy  )(//■--  i;-„,i,'-„ )  <  o. 

I.a  (pialiièine  ndalion  donne 

fil  —  i,''„,A'„  —  ^/  •<  0  ; 

d  où.  pnls([ne  [i- —    '|7.Yi'sl>o, 


•  Ml  a  en  oiiti 


7i',,   1-  [j//„  -u  Y.i'„  -  w  =-  o. 


l'oni    (pTon    puisse   lionvcr  r,,.  //„.  i'',  M'ialiaiil  celte  é-alil/'  .1    !,•, 

deu\  iiM-alilés  qui  pn'eéd.'iil,  il    lanl    (ine  ,/ >  - — —,      ■  ,••,..!   ,|,.   ni,,, 

p-  —  \i-  I 

y»»;».  </(■    U,,//,.   (j-siric).  lomc  VI.  l'.isi ,   III.  i. ,..,,.  '|  'l 
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siifllsiiiit,  car  si  Ton  ro^judo  i',,.  A,,,  i'„  coiniiic  k-s  cooidoiiiircs  d'im 
piiinl  dans  lospace,  le  plan  ai'„  -+-  ^//„  -(-  Y.i.'i,  —  w  =  o  conpo  Inujonis 
en  des  poinis  réels  la  quadiiquc  /* i;  —  ir„ i",,  =  X' ,  qui  <'sl  un  liyprr- 
boloïdc  à  unr  nappe. 

Finalement,  ponr  (]iio  li\—  "\"\  puisse  être  iii\ixatif,  il  est  néces- 
saire qu'on  ail 

(i())  ^/>o,      fJ^--'|a7>o,      co- —  ^/(Jl- —  'layXo. 

Sous  une  aulre  toriue,  eola  revient  à  dire  (pie  la  relation  sini^ulirrc 

s(//-  —  i:'^'  —  (h  -}-  "^ji^i-ii  -f-  î3/<  -+-  yir'  —  co")  =  o, 

on  z  el  "7  sont  des  entiers  (pieleon(|ues,  a  son  invariant  pcisitil.  (|uels 
ipie  soient  p  l'I  7:  cet  in\aiiant  est.  en  eilel, 

7-(  ;i-  —  4aY  )  -h  tc7Co  -t-  !\z-d; 

et  cette  condition  était  évidente  a  priori. 

\\)1 .    1)  iinr  manière  j^énéi-ale,  soient 

F,  =  A  -  -H  B  /*  ^  C  -  -^  1)  ^/*=      ir-')  -+-  H  =  G. 
F,  =  A'^'  -h  \Vh  -f-  C;^'  -^  D  (A-  -  g<î')  +  F'  =:  o, 

deux  relations  sini;nliéres  enti'c  i',  //.  :,"■  ;  |)oiir  cpiil  existe  îles  pc'riodes 
vérilianl  ces  relations  el  rinéj;alil(''  li\-~  g,g\<^o,  il  est  nécessaire 
(pie  l'invariant  de  la  relation 

cF,  ^aF,   .:o 

soit  positif.  (îi'nint'lrifpienienl,  si  Ton  iri^ardr  i' ,  li.  r'  eoMiinc  des 
roordoiMiées  conranti's,  crhi  rcxiiMil  .i  din'  que  Ir  disi  riniinaiil  df  la 
«piatlriipie  z  1'',  -I-  tI-'o  =  o  n'est  jamais  nul  pour  des  \aleiirs  n'-elles  dr 
c  et  7;  celle  cpiadricpic  ne  peut  donc  apparteinr  à  la  variété  cône,  à 
moins  qu'elle  m-  se  réduise  à  un  plan,  c'est-à-dire  à  nioiii-  (|Me  les 
li-rmes  en  //^  --  i,'i,'   ne  dis[)araissenl. 
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I  rmr  cil  //'-—  i'i'-'  manque  dans  F,  cl  oxislf  dans  F^..  on  voit 


■iiir  i|nr  II'  |il;in  I'  ,       o  ne  |iciil  loiiclii'i'  lu  i|ii;iili  i(|nc'  r  _, 


-—  (t. 


IÎ)S.  Cchi  posr,  iv|. relions  les  ivlulions  (A),  (B),  (C),  (D)  do  la 
iiiulli|ili('aliiiii  i-on i| lie \<';  elles  doivent  èlrc  des  consé<|neiu"('s  des  don\ 
relations 

(  I  .'M  //■  —  gg'  —  <l^  7.g  -^-^^h  -\-  7^''~  OJ. 

Ivn  reyiii-d.iiil  toujours  i'.  //.  •/  comme  des  coordonnées  couianles, 
cela  ie\  ieiil  à  .■(■[ire  (|lie  les  (  |iiad  ri(|ues  A  =  o,  H  =  o,  C]  =-  o,  D  =:  o, 
passent  par  la  coni(jne  représentée  par  les  équations  (i  3);  par  suite, 
en  désiitiiant  par  0',  a',  ^',  y',  w',  des  constantes,  on  a  d'abord,  pour 
la  (piadricpie  A  =  o  : 

/',(  h-  -  gg)  -+-  g\a^g  +  (a,  -^  h.;)h  -h-  h..g'\ 

-h  g(a„—  (/.,)  ^  /i(b„  —  cLJ  —  rf„=  (y  (h-  -  g  g'  -  d) 

-+-  (ag  +  ^//  -h  -{g'  —  oj)  (a' g  +  |i7i  -+-  Y  g  -  (^'), 

ce  (pii  donne  tie  suite,  en  supposant  Y<tï) 

Y  =  o,  ^'  =  o,  0'  =  h.,,  to'  =  o, 

et  il  reste 

I   g[ajg  -+-  {a.  -+-  h.,)h  -^  f'^g']  -+-  g{f'^,  -  <f,,)-h  /i(h„  —  d.)  —  </„ 
' '  (       ^E-  b., d  'h(oLg  -h'{i/i  +  Yo'  -  ^"^  ) ^•'.-  ' 

d  Di'i,  en  ideiitiiianl. 

«.,  =  aa',  ^/.j  4-  /vj  —  j5a',  /^..  =  ya', 

r/|,  —  r/3  =  —  toa',  Ao  —  f/j  =  o,  d„  =  l>.,d. 

i,es  (piatre  premières  de  ces  relations  monliiiil  (pie  a'  est  un  entier, 
car  >i  ("('lait  une  fraction  -.  réduite  à  sa  plus  simple  expression,  y  de- 
\rait  diviser  a,  ^,  y  cl  w,  qui  sont  supposés  sans  autre  diviseur  commun 
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(|in'  riiiiiti'-.  (  )n  pcMil  rldiic  ('Tiiic,  en  riMn|iliiraiit  a  par   t, 


(-«) 


('0^ 


•  "2  -+-  f'.t  ~-  i^'^' 

1   a„  —  1/ f  +  TCO  ~  (>, 
f   ,/„  -  (II,.,  =  o. 


Mainlc^iiiiiil.   iii   Irnaiil   ioiii|)li'  de  (i3)  <'l  de  (iH).  l"('M|iialioii  (  l>  ) 
s'ccril 

—  f/.j  <^/  4-  A7W  —  i'T/i  -(-  /l(  h,  —  fl,  )    —    '/  il .  —  fl  ^  =  <•, 

c-i'  (|ni  doit  ('•vidcMmiiciil  rire  une  roiisiMjiiencc  de 
air  +  ,3/'  -+-  ^;g'  -    w  =  n. 
Donr,  en  dc'si^iianl  par  :  nn  enlier 


(20) 


h^  —  r/,,  -f-  TCO  =   ^p, 

r/,  -i-  a  .(I  =■  Loz. 


En  i>|iéiaril  de  nirnii-  |)()nr  les  é(piali(tns  (C)  ct(D  ).  el  en  désij^nanl 
ai'  ■/  nn  enli<'i',  il  vieni  : 


(•.,) 


(■V2) 


—  r.,  -r  av. 
a„  —  r.,  ^-  fjto  -^  pv, 

/'.  =  Yv, 

'•„-^  f','f  -  f••''^ 

r/,  -  r,  =  o, 

A,    —  Cj  -f-  5(0  :-  O, 

e,   —  n.rf  ---  o. 
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\/.\  iviiilioli  ti,  ■---  c,  (loiiiK-  V  =^  —  p  ;  rcmpliiriiiil  v  yuiv  celle  \iileiii-  ei 
lésolvaiil  les  ê(|iiiaioiis  (i8),  (ip),  (20),  (21)  cl  (  •>.2  )  par  rapport  aii\ 
'/,,  A,,  '•,,  '/,.  011  Iroiive  (pic  ces  seize  entiers  s'expriiiieiil  coniiiic  il  siiil 
en  IuihiIdii  fies  eiilii'i's  :,  -7  el  de  c/ ,  l'i  A,,  (pie  mm-;  (l(''si<rnerons  par  0 


(2-}). 


cl  -.  : 

"„  -^  0, 

"1  ''  yp^ 


/a,= 


Il  ' 

rt:,  =    7.7,  h,  —   T, 


r„=    -   top  -./t,        (l,'^^;<h, 

I'.,  ---  0  -T-  COT  -I-  ^p,        rA,  =   —  "'0, 

'':,  =  y.p,  (I        Oh-  cocr. 


Iî)9.  Rt'iiiarqiir.  —  Oiia  siippos('-,  pour  ohleiiir  ces  relalions,  y  Jt); 
dans  le  cas  coniraire,  on  verrait  sans  difficiilt(!'  fpi'elles  snhsistenl 
encore,  à  condilion  (pie  les  iii(\i;alil(''s  nc'-cessaires  chi  n"  196  soient 
\(''rill(''es. 

li()0.  Les  foriiiuies  (2Î  )  011  c,  7,  0  et  t  d(!-sif,nienl  des  cnlicvs  qiicl- 
conrjiK's  r(>solvent  le  pro^N'-ine  en  donnant  les  nombres  caracléMisli(pies 
(les  iiiultiplicalions  complexes  clicrcli(''es;  les  Iraiislniiiialioiis  corres- 
poiidaiiles  sont  donnc'cs  [)ar  les  formules  (i  )  et  {  2  )  : 


K-^-\) 


'   V  =(a,  -+-  aji  -+-  a.,g')u  H-  (A,  -t-  hjt  4-  h..g')i\ 


îiOl.  La  iiiiillipli(  aliiiii  ii'esl  (prune  Iransloinialioii  (pii  conduit  des 
]i(''riodes  :,-■,  //,  g'  aii\  inèiiies  p(''riodes  i'-,  //,  i;-  ;  dapiés  la  llu-orie 
i;(''U(''rale  de  la  Irausluriiialioii  et  le  n"  187,  f;\  h  et  g',  consid{Jr(''cs 
coiiime  [)(M'iodesy?'«a/(".y,  vérilieiit  la  relation  (G),  V.,  =  ode  ce  nunK'-ro, 
la(pielle  est  de  la  forme 

(2.5)  A  -  ^  n/,  +  c -'  +  D(/r  -  --')  4-  E  =  o. 

]^e  nuMue  i,»-,  /t,  t'I  g' ,  considi'uées  comme  pc-riodes  t/i/fia/r.s,  vcrilienl 
la  relation  analogue  (.")),  F,  =  0  : 

(?.())  Air  -f-  B'/t  +  C'g'  4-  D\/r  -  gg')  4-  E'  =  o. 
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CiiliMilons  A.  M.  (1,  D,  1'^  pour  la  iimlti|ilicati()ii  {  2']  ).  <  )ii  a,  m  (!('•- 
siiiiiaiil  jiar  K  limlico  de  rollc  nmlli|)lii'ali(>ii, 

AK  =  («c  )„,-f-  {ac),.,=  ct{>J}p  ■+-  2</7T  -h  2WC7  -f-  [ip-— f(r/c7-), 
DR  =  (a/;)„,  f  (ab),,  =  2OT  +  (aay  -   [i-;)  ,C7  -^  ?pT  -  flcrO. 

Il  est  iiuililedc  calciiliT  lîK.  CK.  l'K.  car  la  relation  (  'f)  )  csl  nôces- 
sairemcnl  do  la  forme 

m(/r  -  gg'  -  cl)  -^  n{a.g  -t-  pA  +  -(g'  -  co)  =  o 

où  m  el  n  dêsijïnent  des  entiers;  on  voit  ainsi  que  la  relation  /////v/c 
F^.  —  o,  entre  g,  h,  g'  est 

^"'''  ''  (       -4-  (;a-  +  ;i//  +  Y_i''-  w)[20p+  ■>.(/cr--f-2wp7  f-p.s=  -  pr/7-|=o. 
On  trouverait  de  même  pour  la  relation  imlialc.  F,  =  o, 

1  (^ii-  —  gg'  —  d)('2(}-:  —  20L-fp'7  +  2  0JaT  — 3^0  -  ^coa' -f- ^p":) 
^^   -^  j         +(ai,'--H|i/<-4-7^'- co)(;>Jjp-  2r/'7T -4-;3p=+f/3cr-)  =  o. 

202.  iJcgrr.  —  I^e  drgn-  de  la  transformation,  (-"est-à-dire  le 
nombre  des  points  //,  c  <pii  ré|)on<letil  à  un  point  l  .  V  est  égal  (n"  141) 
au  déterminant  des  nondires  r/,,  //,,  r,,  f/,  ;  on  Ironvo.  pour  sa  valeur. 

I  0-  -f-  0(pc  -^  W7j  -f-  y-Yp-  +  (^(7  —  t)  (lop  -f-  ^/t  )  -    dx^in-  \- . 

203.  Rcivarquc.  —  La  multiplication  considérée  ne  sera  ordinaire 
(  II"  184)  que  si  la  relation  (■.>.7)  est  une  identité;  en  ce  cas.  la  rela- 
tion (28)  en  sera  une  également. 

l'onr  rpiil  en  soit  ainsi,  il  faut  et  il  suilil  qui- 

^  ?,0t  -4-  [^  2 a','  —  fi';5p  -t-  ppT  —  pdO   =  o, 

^'^^'  '/     2  Op  4-  2  f/<TT  -^  2  WpÇ  +  pp'    -  f/pa'  =  O. 
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TiiDiis  -  (le  l;i  [nriiiii'Tf  (|r  ces  rclalioris  cl  poitoiis  dans  la  seconde: 
il  \iciil,  11!  sii|i|)i(saiil  2O -t-  [îp<o, 

f  [(aO  -t  ^.2  -i-  W7)-  -+-  n'[flCfi'  -  lay)  -  <«']:  =  "• 

D'après  les  inégalités  du  n°  lî)(>,  la  quaiitih'-  ciilir  crochets  est  une 
somme  de  carrés;  elle  ne  pi'iil  dès  lors  èlic  imlle  «juc  sio-^o, 
■^0  -h  ^p  =  (),  cas  écart/'  :  on  a  donc  0  =  o,  ce  (|iii  donne  iTisnile, 
par  (29), 

0(2T--3cr)  =  o,  rh(i--^''^'7)  =  o; 

d'où 

2-  —  pa  -—  o  011  0  =  J  —  o. 

l'nliii,  -<i  :>J)  -h  !5s  --  o,  les  relations  (29)  doniK-nt 

pT(  fi-  —  i'i  y-Y  )  =  o,  <y(  ich  -\-  2  top  -  -  '(i  «In  )  —  o  ; 

dOù  les  sohilions 

T  =  o  on  p  =  2-  —  P^  =  o. 

Finaicmriil,  pour  ipie  la  iiinlli|)li(ation  délinie  par  les  eiiliers  (aS) 
soil  ordinaire,  il  l'aul  el  il  siillil  (pn;  soit  vérili(''e  une  des  livpothèscs 
snivanli's  : 

1"  p  —  2T  —  [îo-  =  o, 

-.1"  cr=20H-pp  =  o. 

La  multiplication  ordinaire  par  un  nombre  entier,   0.   correspond   à 
p  _=  T    -  T  ^  o  (n"  1S(>  ). 

*2()i.  (  ioni'ormémcnt  an  lany.r^o  ([ue  nous  avons  adopté  (n"  187), 
nous  disons  que  la  multiplication  complexe  tléfinic  par  les  entiers  (23) 
(i,,  h,,  r,,  </,  conduil  de  la  relation  singulière  (28)  à  la  relation  sin- 
gulière {•?.-').  Proposons-nous  do  rechercher  les  multiplications  (pii 
condnisenl  dnne  lelalion  à  la  même. 

Soil 

(_3o)  ///(//■  -  <:<i'  —  (/)  4-  //(a.i,'-  4-  [î//  H-  yif'  —  w)  =  o 
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rolli-'  rcliilimi.  ///  ri  n  iir-si^iuinl  des  entiers  (|iirlii'iii|iir- ;  |i((iii-  i|ii.' 
lo^  ivlatiiHis  initiale  cl  liiialc  (  -28)  cl  (27)  soicnl  iilriiliqin's  à  (  îo  ).  il 
faut  cl  il  suflil  ijiic 

m  _    2OT+ (aï-;— ?=)p!J-H  ??■:  —  ?3(l 
//  2 O3  -h  2  (/ht  -t-  a  tupa  -t-  Pp'  —  3  rfs' 

2  0t  —  2  ïY?^  +  acijTt  —  psO  —  P«o(i'  -+-  33T 
2  Op  —  2  rfr;  +  pp'  -h  p  di- 

On  nicl  aiscnicnl  ces  é(|Malions  sons  la  fornie  : 

(2O+  ^p  -t-  co7)[/*(2-:  —  ?cr)—  2/y/p]  =  (>, 
7;(2T  —  '^'j){-ini  d  -\-  ikm)  -h  p[/'(,îi'"  —  lay)  -i-  20J///];  =  o. 

On  v  satisfait  de  (jualre  nianièics  : 

I"  7  =  o,  2O  -f-  |ip    —  o; 

2"  7  =  0,  n~  —  m  z  —  o; 

3"  (  2  T  —  ^7)  (■>.  m  d  +  //  w  )  4-  2 1  //  (^^  ^  /|  y-Y  )  -f-  2  oj  ///  ]  =  o, 

//(  ■!-.  -  fi7  )  —  -iinz  —  o; 

•j"  {1-  —   ^7M  2/;?^/  -^  // Wj     h  C|//(JÎ-—    '1X7)    -f-    UO/»  ]   r=  o, 

2O  -    y.  -t-  C07  =  o. 

îiO.'i.    l!\aMiini)n>  .-uicessi\cnienl  çi's  (|nalre  lis  |)i)llièses  : 

I"  1  r;z  o  cl  2O  +  ^p  =  o  donne  (  n"  liO.'ï )  une  liansiornialion  ordi- 
naire (|n"fin  devait  cvidcninienl  renconlrei',  |iiiiM|iren  ce  ea-^  les  jne- 

inieis  niendircs  des  relations  initiale  cl    finale,    dant    ideiili(|iie ni 

mils,  sont  idenii(|iics  entre  en\. 

2"  n  -  u  cl  ii~.  —  /;/  s  :rr  o  diiune  une  I  laii-lni  ni.ilinn  >inuulièii'  :  un 
leconnall  ai>én)ent  ([nOu  linn\e  ain^i  les  innlti|ilications  sinunlieres 
ré|>on<lanl  an  cas  on  i-,  //  cl  :,''  seraient  liées  tini(iiiriiii'iil  par  la  rela- 
tion lin  //-  —  i'if  —  d)  -h  in  y.ii  -t-  ^//-f-  Y^''  —  (0  )  ^  o. 

}"    I  )es  den\  i'i|nalions 

Cl-  —  3-7 j(  -iiii  d  -   //(.j  (    '    c[//(  Jb^  -  'lay)  -1-  2(>j///|  —  M, 
(2-:  — ^7)//  —  p.->.ni  =0, 
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on  (li'iluil 

liT  —  |ic7     -^  O,  p  =  t>, 

transfoniialinn  ordinaire  (n"205).  Cela  suppose  toutefois  que  le  dé- 
terniiiiaiil 

~  2/n(9.r/i  fi  h  ino)  —  n'Hfp-  —  \'J.^l)  —  ■hmiuii 

nVsl  pas  nul.  (lellc  (pianlilé  s'écrit,  en  changea iiL  le  sig-ne, 
//-(^-—  '|aY)  +  \(Mmii  -I-  '\nr  d\ 

elle  ne  peut  s'annuler  pour  aucun  syslèine  de  valeurs  de  m  el  //  (autre 
que  0,0),  car  w-  —  ^/(^-•—  /,«y)  csl  négatif  (n"  1Î)0  ). 

4"  C'est  ce  cas  qui  donne  des  multiplications  singulières  nouvelles, 
conduisant  d'une  relation  singulière  à  la  même  relation;  il  est  carac- 
lérisé  pai'  la  condiliou 

2O  -f-  [3p  -I-  (07=  o, 

n  étant  .^o,  et  aussi  p  et  2t  —  ^t  n'étant  pas  nuls  simultanément.  Si 
c.  0-,  0  el  ~  sont  des  entiers  (piclcouques  satisfaisant  à  ces  conditions, 
la  multiplicaliou  dont  les  entiers  earartéristiques  sont  donnés  par  les 
formules  (23)  conduira  de  la  relalinn 

in{h-  —  p:g'—<l)  +  n{y.u;  +  '^h  -f-  ^(g'  —  co)  :=  o 

à  la  même  relation;  m  et  //  étant  (iï'llnis  par  l'équalion 

(2T  —  pO-)(2///  il  +  «CO)  +  ?[«(?'  —    'l^^Y.)  +   2C0W|   =  O, 

ipii  s"(''Cfit 


O'-—  4»V)?  -f-  l"(2T  —  pj)  —2  top  —  2^(27  —  pj)" 

'2()fi.  Corollaire.  —  Jùant  donnée  une  relation  initiale  (îo),  on 
[leul  toujours  trouver  un(>  mulliplieation  conduisant  àc  cette  relation 
à  une  relation  f////'(7v///'';  <ar  il  suflil  ([ue  c,  cr,  0,  t  soient  choisis  de 
manière  à  vérifier 

/"     3  Ot  a  a-Cf  3  -H  2  (OiTT  poO  —    I3(.)tj-  -f-    PîT 

n    ~  20p  — 2rfjT-4-pp'4-  prfj»  ' 

Joiirn.  de  .\fath.   (j'  5i-ric\  tome  VI.  —   Fasc.  III,   igno.  4^ 
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et  do  telle  sorte  que  ni  a,  ni  :,  ni  '0  -+-  ^p  -+-  co^ne  soient  inils  :  ceclioiv 

est  évidemniciil  possible. 

207.  Composition  de  drii.r  multiplications.  —  Si  nous  efleclnons 
successivement  deux  multiplications,  délinies  rcspcclivemenl  par  les 
valeurs  p,  7.  0.  -.  et  p',  a-',  0  .  -.'  des  entiers  qui  fij^uront  dans  les  for- 
mules (23),  nous  obtenons  une  multiplication  du  même  type  (23),. 
pour  laquelle  les  entiers  correspondants  seront  p",  a",  0",  t".  On  ob- 
tient leurs  valeurs  sans  difficulté  en  partant  des  formules  du  ii"  146 
relatives  à  la  composition  de  deux  transformations;  on  trouve  ainsi 

p"  =  pO'  -+-  Op'-f-  '^^^'  —  d{rs-'  —  7't)  -t-  wp^', 

n"  —  crO'  -f-  Ot'  -t-  -rp'  —  pT'  -t-  ^pc:'  -i-  ojtt  , 

0"  —  00'  —  aypp'  H-  ay  </(7(t'  —  ((/t  4-  wp)  ( ^a'  —  t' ), 

t'  =  Ot'  -f-  tO'-i-  ay(pG' — dp')  -t-  ?Tp'-l-  ojc-:'. 

Ii08.  On  ilédiiil  de  tes  formules  une  conséquence  ariliiméli(|ui'  in- 
téressante. 

Posons,  pour  sinqililier, 

l  =20-+-;îp^co7, 

les  entiers  ^  et  y;  remplaçant  0  et  t.  On  trouve,  en  appelant  H   et  rf  les 
ipianlités  aO'-l-  pp"-t-  wa"  et  2t"—  fie", 

a^"  =  ^^'  -t-  dr^r,' -h  App'  -H  (co^  —  dS)'7rs'  4-  w(p-r/  -*-  p'r,). 
2  •/)"  =  \-rî  4-  ^' -^  —  w ( n'  ■(]  —  'jtI )  4-  A( s-p'  —  ff' p ), 

'    2p"  =  p^'  +  p'?   ■+-  W(f'3''  —  O'P')  +  ^(c-'yj   —  (JYj'>, 


en  écrivant  Ji'^  —  4  ay  =  A. 

Maintenant  observons  (jue  le  degré  de  la  transformation  composée 
est  le  produit  des  degrés  des  transformations  conq)osantes;  ce  ilegré, 
pour  la   lian>rninialii)n  Ç,  r,,  p,  7,  s'écrit.  (mi  mmIu  de  la  roiiinile  du 
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11"  'HVI, 

■j^  [^-  -  dq^  —  2wrr,  -  A:^  +  (d\  -  oj=  )a=  \-. 

<  )ii  iiura  donc 

(  [;^   -r/q-   -  '2  0ip-q     —  Ap=  -^  ((/A  -  OJ-)  cr-    | 

(32)  x[^'^ -d-q'-  -  20ip'-ri'  -Ap'^ -h  (dl~  oj- )';'■] 

(   =    ',  [  5"="  -  dq"-  -  2  cof" yj"  -  Ap"'  +  (  r/A  -  co»  )  t"-  ] , 

iMi  di^signaul  [)ar  l,  q,  p,  (t;  ^',  ■/]',  p',  t'  des  ciiLicrs  qiiolcoïKjues,  cl  ;", 
Y)",  p",  a"  étant  définis  par  les  formules  (3i).  On  aurait  dû  écrire  ±i 
devant  le  second  membre  de  (32),  mais  on  reconnaît  de  suite  que 
l'idenlité  des  deux  membres  exige  le  signe  -t-.  On  a  ainsi  une  pro- 
priété curieuse  de  la  forme  ([ualcrnaire 

^-  —  dq-  —  'loipq  —  Sp-  +  ((^A  —  m-)g-. 

209.   Carré  d'une  multiplication.  —  Si  l'on  fait  dans  les  formules 

précédentes  p' =  p,  i' =  (j,  0'^  0,  ■:'=  t,  il  vient 

p"  =  p('2  0-f-  [5lp  -+-  cot), 
a"=  a-(2  0  -h  jip  +  cot), 
':"  =  t(2  0  -I-  j3p  4-  wa), 
0"=  0*  —  ayp-  -4-  aY(/c7=  —  (d-  -h  o)p)C^i  —  i). 

Comme  conséquence,  on  voit  que  si  la  mulliplication  considérée 
est  une  de  celles  du  type  l\°  du  n"  20o,  conduisant  d'une  relation  sin- 
gulière à  la  même  relation,  p",  i"  et  ~"  sont  nuls,  piiis(|iie 

2  0  -)-  |3p  +  CDOr  :=  o. 

i^e  carré  d'une  telle  iiiulli[)licalion  est  donc  une  muki[)lication  or- 
dinaire par  un  nombre  entier  (ri"  'iOÔ)  ;  cet  entier  est  0". 

Si  l'on  désip-nc  par  D^  le  dcj^ré  de  la  mulliplicalion  considérée 
(n"  'iO'ij 

D  =  0-  -+-  0(^p  +  C07)  +  ayp=  -+-  (^t  —  ':)(wp  +  d-)  —  ay^/^S 
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on  a 

Ainsi 


D  +  0"=(20  -f-  "^p-h  cocr>0  =  o. 
0'.=  -D. 

Multiplication  dans  le  cas  elliptique. 

•210.  Supposons  les  périodes  ^'•,  //,  i,''  liées  par  une  relalioii  siiiirii- 
lière  d'invariant  carré  parfait  «/*,  et  par  une  ou  deux  autres  relations. 
Si  la  relation  singulière  était  la  seule  liant  les  périodes,  on  rentrerait 
dans  un  cas  examiné  (n°  195). 

On  peut  ramener   la  relation  singulière   à  la  forme  n/i  —  i  =  o 

(1,  n°  liî);  remplaçons/*  par  -  dans  les  cpiatre  équations  fondamentales 
de  la  uuilliplicalion  complexe,  celles-ci  deviennent  : 

(A)  ii'^a^g-    -hn\^a,,-f-        '>3 -f- «(<'o  —  f/a)J,i'"  -f- Ao -^-«(/'o  —  '/j  )  —  "*'/,.=  o, 

(B)  'n^a.,gg  +  /«[V/,  +  ««,  j.^-  +  'i\l>2  —  'l'I-Ar  ^  '':i+  "(^'i  ~'^i'>~  'l'il  <=  o, 

(C)  n'h3gg' -h  «[oj  —  /iCj]^  -h  /i[/i.,  -h/ih^\g' -h  «2-+-  n(a„  —  c.,)—  n-r„  =  0, 

(D)  n^b.,g'-  +rt[ajH-         h^-h  n(b,  —  c.,)]g'  -h  a.^-h  n(a, — r^)—  n-c,  =  n. 

En  tenant  compte  de  //-=  —,>  les  équations  (^B  )  et  {C)  sont  singu- 
lières, car  gg'=  (gg'  —  /*')  H r,;  si  donc  (A)  et  (D)  sont  des  iden- 
tités, on  retombe  dans  le  cas  où  g,  //,  g'  ne  sont  liées  que  par  des 
relations  singulières. 

Si  (A),  par  exemple,  n'est  pas  une  identité,  et  si  (B)ou  (C)  n'en 
est  pas  une,  les  périodes  sont  encore  liées  par  trois  relations  singu- 
lières; car(B)  donne 

?'5''-hî'' 

les  p  et  7  éiaul  iMiliers,  et  si  nous  portons  cette  valeur  dans  (  A  ).  nous 
trouvons 
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DI'IJH 


c'esl-à-diio  siiijjulioro,  en  raison  do  Ir  ^  —  • 

Donc,  pour  échapper  au  cas  de  relations  iini(|ti(;Miont  siiij;iilii'-n's,  il 
l'anl  (juc  (B)  et  (C)  soient  des  identités,  et  que  (A)  ou  (D)  n'en  soil 
pas  une.  Or  (A),  par  exeni[)le,  est  de  la  forme 

M,  .\,  1'  étant  entiers  :  si  Ton  se  reporte  au  laideau  des  [)ériodcs  : 

I 


on  voit  ([lie  le  couple  fi,'-,  -  j  est  un  couple  de  périodes  elliptirpics  de 

niulliplicalion  complexe,  c'est-à-dire  que  l'un  des  deux  systèmes  de 
t'onclions  elliptiques  auxquelles  se  réduisent  les  fonctions  abélicnnes 
considérées  possède  une  multiplication  complexe. 

Même  conclusion  si  (D)  n'est  pas  une  identité. 

Il  est  aisé  de  trouver  les  multiplications  relatives  à  ces  cas. 

'il  I .   Supposons  d'aliord  que  (A)  n'est  pas  une  identité  et  que  (D) 
en  est  une;  en  écrivant  (pic  (I))^îs(B)^(C)^o,  on  a  : 

l>.,z=zo,  a,-\- bj-h  ii(l),  — i\)  =  0,     a^ -i-«(a,  —  (■,)— /<'f,  =  (t. 

o,=  o,  «.,-+- /<a,  =  o,  h..—  nd2  =  o,  l>.^ -h- /i(b,  —  rf,,)— n'-d,  —  o. 
A,  =  0,      a^—nc^—o,     bi-{-nb„  =  o,     a.,  + /i(a„  —  r.,)  — /r(\,  =  o, 

ce  qui  donne 
ia.,=  b.,=  b.,=  b„  =  d.,  =  o,     a.f=  —  n-c,,     b,  =  c.,,  a,  — ne,, 

I  f'3  =  — «C|,       aa  =  c.^-\-  /ii\,     (1^  —  1-, —  nd,. 


3^8  G.   m  MnKHT. 

La  poriodo  g  vérifie  (A),  c'ost-à-clirc  uik'  n;lalion  (|ua(liali([iu*  do 
la  forme 

(  3.i)  //-  ni  g-  -t-  iipg  -\-  q  ^=  o, 

m,  p,  q  étant  entiers  sans  diviseur  commun. 

Ecrivons  que  (A)  est  identique  à  (3'}),  à  un  facteur  près,  il  vieni, 
en  tenant  compte  de(33), 

c,  =  -  pm,  (•„  -H  (1,  =  p/7,  r/„  =  —  p  «7, 

p  désignant  un  entier;  et  finalement  les  entiers  caractéristiques  de  la 
multiplication  complexe  cherchée  sont  donnés  par  les  formules  : 


(35) 


nc^ 


ho  =  o,       Co=c„,  </,  =  — p«7, 


o,  =  —  riçm,      />,  =  Cj,     c,  =  — s/H,     (/,  =  —  Co-h  pp, 


a,  =  G, 


h.  =  (),       c.  =  f,,  r/o  =  o, 


«3  =  «-  c  W2,         /y,  ^  o,       c,  =  «  p  /H ,       f/;,  =  (;._,  +  ric„  —  //  p/7: 


p,  Cj,  Cj  sont  des  entiers  arbitraires. 

Le  degré  de  cette  multiplication  complexe,  égal  au  délerminaul 
des  a,,  bi,  Cj,  r/,  (n°  lil),  est 

c^[(cj4-  «c„)'  —  npp(c2-h  riCa)  -h  n^/»qp-\ 

quantité  toujours  positive,  car  p- —  \/»q  doit  être  <  o,  pour  que  i', 
donné  par  (34),  soit  imaginaire. 

Remarque.  —  En  vertu  de  ce  qui  précède,  sileséquations(A),  (H), 
(C),  (D)  établissent  entre  les  périodes  une  relation  singulière  d'inva- 
riant carré  parfait  et  deux  autres  relations,  une  de  celles-ci  ne  pourra 
être  singulière  sans  (jue  l'autre  le  soit  également. 

*11'2.  On  trouverait  de  même  sans  diflicullé  les  formules  (|ui  répon- 
dent au  cas  où  (D)  seul  ne  serait  pas  une  identité,  et  à  celui  où  (A) 
et  (D)  ne  seraient  pas  simultanémiMit  des  identités. 
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Multiplication  dans  le  cas  de  trois  relations  singulières. 

213.   Les  trois  iL'Iiilioiis  jxMiM'iil  (n"  lUiîj  rtic  l'édiiilcs  aux  roniios 
Ir  —  gg'  =  cl,  a  if  +  ji/i  =  w,  '^^j  h  -+-  Y  g'  =  W  ; 

les  deux  dernières  <>iil  li'iir  invariaiil  carré  parl'ail. 

On  peut  alors  raiiiciicr  Vum:  d'elles  au  lypc  nh  —  i  =  o]  les  deu\ 
autres  seront  des  lornies 

A  gg'  +  IJ  -  -4-  C  g'  +  D  =  o, 

A ,  g  g'  -T-  \i ,  g  -h  C,  g'  -h  D  =  o . 

lui  tirant  g'  de  la  dcriiirr-e  pour  porter  dans  la  précédente,  on  voit 
que  g  vérifie  une  rclalimi  (juadratique  Mg-  -+-  Ng  +  P  =  o  à  coeffi- 
cients entiers,  et  il  en  est  de  même  de  g'. 

On  retombe  donc  sur  le  cas  elliptique  où  les  deux  systèmes  de  fonc- 
tions elliptiques  correspondantes  ont  une  multij)lication  complexe; 
mais,  outre  les  relations  cpiadraliques  que  vérilieiil  g  (^ig',  il  y  a  de 
plus  une  relation  Agg'  -\-  Bg  -h  Cg'  -{-  D  =  o,  qui  n'existe  pas  en 
général  dans  le  cas  précédent. 

Nous  n'indiquerons  pas  les  formules  de  iiiulll|ili(ation  complexe 
relatives  au  cas  de  trois  relations  singulières;  on  les  obtiendrait  sans 
diflicullé  en  imitant  la  mardie  déjà  suivie. 


Multiplication  complexe,  en  général. 

214.  Revenons  au  cas  général  de  la  multipliration  complexe,  c'est- 
à-dire  à  la  discussion  des  équations  fondamentales  (A),  (H),  (C),  (D) 
dun"18ii: 

(A)  g''a,-+-gh{a.,  -hh,)    -\-lr1>.,    -^g(„^-(l,)  +//  (^/;„— J^)  -  r/„  =  (), 

(13)  gha^-h gg'a^  -hh^hi^/ig'h^'h ga,-\-h(h,  —  i/^)  —  g'(/.,  — (/,=o, 

(C)  gha^-hgg'bj    -i-h-a.,+  /ig'b.,  —  gc.,~hh(ao-c.,)-^g'lu  -r„-^o, 

(D)  h^cij +/ig'{a.j-\-l>,^)    -\- g"-l>i  -^-/i(a,  —  C;,)  -\- g  (h,  ~  r.,)  —  r,  =o. 


m  MIIKIIT. 


Nous  avons  établi  (n"  190)  (jue  ces  rolalions  ciilnuiiciil  au  mnins 
iino  relation  singulière  entre  ^',  h  Ql  g  . 
Distinguons  maintenant  plusieurs  cas. 

'il.').  I.  [.os  (jiialre  relations  (A),  (B),  (C),  (^D)  se  réduisent  à  une 
seule,  laquelle,  parce  qui  vient  dètre  dit,  est  nécessairenient  une  rela- 
tion singulière  ;  nous  avons  appris  à  former  (n""  195-101)  les  multi- 
plications complexes  correspondantes. 

*2I(».  11.  Les  (piatre  relations  (A),  (B),  (C),  (D)  se  réduisent  à 
deux  :  géométri(piement,  cest  dire  ([ue,  en  regardant^,  //,  g'  comme 
des  coordonnées  courantes,  les  quatre  cpiadriques  A  =  o,  B:=o,  C^o, 
D  =  G  ont  une  ligne  commune.  On  peut  su|>poscr  que  celte  ligne  est 
une  droite  ou  une  conique  (véritable  ou  décomposée):  les  relations 
(A),  (B),  (C),  (D)  entraînent  en  elFel  entre  g^  h,  g'  an  moins  une 
relation  singulière  qui,  par  une  transformation  du  premier  ordre, 
peut  être  ramenée  à  la  forme  linéaire  en  g.  Ii,  g'. 

Si  la  ligne  commune  aux  ([uatre  (puulii<|U(s  <'sl  une  droitt»,  celle-ci 
a  deux  équations  du  type 

y.g  -h  '^/t  -+-  ^;g' —  (.0  —  o,  a,  if  -l-  J5,  A  -f-  y,  i-  —  u>,  =  o, 

les  a,  ^,  Y,  (.0  étant  rationnels  |iar  rap[H)rt  aux  ('ocfiicienls  des  surfaces, 
c'est-à-dire  étant  des  entiers  :  les  périodes  g,  h,  g'  sont  alors  uni- 
quement liées  par  deux  relations  singulières. 

Si  la  ligne  commune  aux  (pialre  (piadri(pies  est  une  c<iui(pi<'.  elle  ne 
peut  avoir  comme  points  à  linfini  ipie  les  deux  points 

//-  —  gg'  =  o,  a  ,g  -f-  («.  -1-  /'n  )  /'  +  f'^g  '--  •'• 

\ai  rlVet,  en  deliors  du  cas  signalé  au  n"  189  et  où  tontes  les  relations 
entre  les  périodes  sont  encore  singulières,  ces  points  sont  les  seuls 
commims  à  linfini  aux  cpiatre  (|uadri(jues  (n"  189). 

Deux  cas  sont  alors  à  distinguer  selon  que  la  conitpic  passe  par  ces 
deux  points,  ou  qu'elle  passe  par  un  seul  en  y  louebant  alors  le  plan 
de  1  infini.  Dans  le  premiei  cas,  le  plan  de  la  conicpie  a  une  ('"(piation 
de  la  forme 

«i,g  -f-  (  c/.^  -+-  h^)  h  -}-  h.^g  =  oj, 
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f.ji'laiil  uni'  IV.icliMil,  cl  en  Iciiiiiil  compte  de  Cfllc  rcliilioii  l'iilrc  les  pr- 
ii()(lc<,  \i--  i|ii;iliv  iv|, liions  (  A  ),  (  H),  (C),  (I)  )  (|c\  iciiiiriil  sinfînlicrcs, 
lomiiic  \r  iiKtiilniil  les  l'oriiics  (  7)  des  lerincs  du  jtliis  liaulde^'iv  dans 
CCS  c<piati()tis. 

l'ai-  siiil<'.  dans  ce  i)rcnii('r  cas,  i,*-,  /i  el  g',  (\u\  sont,  par  liy|)Olli<''S(', 
sinipicnicnl  iiidclciinincs,  soiil  lies  uiiicjueiiiciit  par  deux  relations  sin- 
iiiilicrcs. 

1  )aiis  le  second  cas,  srjil 

v-s:  -f-  ^//  -h  Y.i.''  —  W  ~r  'N 

!c  plan  de  la  eonicpic;  y.,  [i,  y,  w  élaiil  des  l'raclions  on,  si  Ton  \ciii. 
des  entiers.  Il  l'anl,  en  xcrtn  de  riiypolhèse,  (pic.  dans  le  plan  (]r  l'iii- 
tini,  les  dioilcs  y.g  -+-  [iJ/f  -+-  ']'g'  =  o,  ci^g  +  {^a.^  -h  b^)  h  -+-  h.g  —  <> 
se  cou  peu  1  siif  la  eonirpie  //,-  —  g  g'  =  o;  l'un  des  points  où  la  première 
droite  conp<'  la  coni(pie  ayant  ainsi  ses  coordonnées  fractionnaires,  il 
en  est  de  même  du  second,  ce  qui  exif^c  que  la  ([uantilé  jiJ-  —  ^^y  soi' 
un  carré,  l'.ii  d'anlics  Icrincs,  il  existe  imiIic  les  périodes  une  relation 
singulière  diinaiianl  carré  parl'ail,  cproii  peut  ramener  au  type 
iili  —  I  =^  o,  et  l'on  relondjc  (n"  210)  soit  sur  le  cas  d'une  seconde 
relation  sini;ulière,  examinéaux  n"*  lOa-209,  soilsur  lecasoù^g-ioui,'') 
vérifie  une  relation  du  deuxième  ordre  à  coefficients  entiers;  c'est  le 
cas  de  niulll|ilicalioii  ellipli(pH'  complexe  éliidii'-  an  n"  211. 

217.    III.    Lis  (pialre  quadri(pies  A  —  o,  IJ  =  o,  C  =  o,  D  =  o  ont 

lin  noiiilire  fini  de  points  communs,  c'est-à-dire  que  g,  li,  g'  sont  liés 
par  li<iis  relalioiis. 

.le  dis  que,  dans  ce  cas,  il  existe  entre  les  périodes  une  ou  trois  rela- 
tions singulières  ;  ou  encore,  puisqu'il  y  a  une  relation  singulière  au 
moins,  je  dis  (pic  les  é([uations  (A),  (B),  (C),  (D)  ne  peuvent  en- 
traîner deux  relations  singulières  sans  en  entraîner  une  troisième, 
disliiuie  des  deux  premières. 

Le  lliéorèmeest  vrai  si  rime  des  relations  singulières  de  llivpollièsc 
a  un  invariant  carre  [larfail  (  n"  211,  Remarr/ue);  nous  aurons  donc, 
dans  ce  (pii  snil,  le  droit  de  siip|ioser  (pi'on  csl  en  deliors  du  cas  elli|)- 
liipie. 

Juuiii.  lie  Math,  (j-  série),  loiiiu   \I.         l-asr.  III,   iiw.i.  4^' 


iÎ2  r..     IUMUERT. 

I  tisliiiLiiKMis  iiiaiiili'iiaiil  linis  cas  : 

'218.  1"  l.a  transfoniialion  de  imilliplicalinn  roiiiplcxo  coiisidoirc 
est  sini;ulii'io  ol  concluil  duiie  relation  sinfiiilirio  onire  g,  h,  g'  à  une 
ii'lalioii  sinijulitTC  cliJToroiili'  :  cola  rovioiil  à  dire  que  les  expressions 
F,  cl  V..  du  n"  187  ne  soni  pas  idenlirpiemeiil  nulles  el  sont  linéaire- 
ment distinctes. 

rilTecluons  une  Iransforiiialion  ordinaire  d{i  preiniei-  ordre,  de  lua- 
nièi'c  à  faire  tlisparaitre  le  lernie  (mi  Ii-  —  i^i:;  dans  la  relation  I'.,=-o; 
je  dis  (pie  le  terme  analoi;ue  ne  disparaîtra  pas  dans  F,  =  o.  Sinon, 
en  ('liminanl  g'  entre  F,  =  n  el  F,  =  o,  on  trouverait  une  n-lalion 
sini^ndière  du  type  Mif  +  NA -i- P  =  o,  dinvariant  carré  parlait  N^ 
ce  (pii  est  contraire  à  l'Iiypollièse  (n°  217). 

(  ".oiisidiTons  inainlcnanl  les  identités  (3)  el  (4  )  du  n"  187  : 

*         i    ^  C  (  h,  I,  -f-  h.,  g  +  /; ,  )  -  D (  h.,  g  ^  /;,  //   -f-  /;„  )    =  F, , 


(  'l) 


A  (rtjA  -+-  b^g'  —  r.,  )  -t-  B  (^aji  +  h.,  g'  —  r.,  ) 
-  C ( a, g  -+-  //,  /(   -  (I, ^  ~Y)(n,g^  h,  h   -  (l, )  —  l-\. . 


lùitri"  ces  deux  idenlilés,  éliminons  I)  ;  il   \ienl  une  relaliiui  de  la 
forme 


rwn 


'         -  \\{a.g  -f-  //, //  -  f/,  )  -  V, ( h,  g  +  h, h  -^  h„ ) 


l',  =       {('3a  -+-  Cjg   -r-  Cli){(l.,g  -t-  /';./'  —  (f,  ) 

—  (aji  -h  h., g'  —  c,  )  ( l>3  g  -H  /' j  /'  -f  /'„  ) , 

P j  =  —  («3 g  ■+■  a.. Il  ■+-  a„ )  (  a.^ g  -\-  h, h    -  il ,  ) 

—  (a^li  ->^  h.,g'  —  r.,  )(lf,g  -f-  hji  +-  f>„), 

1%  =      (f'Ji  -^  f>.,g-i-  b,)  (a.,g  M-  h, Il  -  (I.,) 
-h(Otg  -h  /;, h  —  d,  )  {  A,  g  ■+-  l>.  Il  +   /'„  ). 


SI   II     I.KS     IciNCIKi.Ns     MIKJ.IKNNKS     SI  N  ( .  1   f.  I  i:  Il  l:  s.  )   )  ) 

Imi   ch''\r|(i|i|i;i|ll    |r>  calilils,   IIM    IlOlIVr 

I*,  —  (  :A,  -  \\(i.   I-  // 1(  lia  »„,,  -)-  (bu),.,    -^  (  ad)y,  ■+-  {  hc),,.,  \ 

V.J  —  \(i.,  -+-  C/y,.  -t-  -:[{a(l)...,  H-  (ijc  ),,  I  -+-  (a//).,„  -h  (7>r  ),„, 
-^  r,  ^  A/y,  +  H/;,  H-  ;,'((  ha)„,  -h  [ha),,  \    ;-  (  >//>),,  -^  (  .///)„,. 

(|r  SOI'lr  i|lli'  l'idriilili'  (    U)  I  |i|ri|<|   hi   lolliH' 

,  1  .  /in-..      ,)v,  j      ..,n\      ..,>\-. 
, .;-  )        ,'  ■(     V  o/i        t)/i  '         ,)g'         ()■,'■ 

i       =  F ,  (  a-,  g  -f  /y,  //  -ff,)-  V,  (  b,  g  ^  b,  h  4-  b„  ) . 

< '.l'Ia  jiosr.  observons  (|iic  M  —  C  =  o  osl  imc  ii-lalioii  sinjiiilirn- 
l'iilrc  i',  //.  i'  ,  iloiil  le  ]irriiiliT  membre  esl  iinc  coinbiiiaisoii  liiK-aire 
ili'  1",  il  (le  |-\  ;  sinon  les  |)éiio(les  seraient  liées  par  Irois  relations  sin- 
uiilli'ics  cl  le  dn-orènii' à  démontrer  serait  établi.  On  penl  alors,  en 
|Hi>anl  [loiir  ain'éjj;er 

<I>^F,-F,, 

t'cnic  I   iilriitllc  (    iy  ) 


(iS) 


u*;  -  c<i):,=  F,  11,4-  Fji,, 


lî,  cl  l{_,  l'Ianl  liiH'aires  en  g,  li .  g' . 

Fil  éliminant  A  au  lien  de  I  )  mire  les  idenlili's  (   l  )  et  (  '\  ).  on  lioiive 
de  lllénie 


(39) 


i|)(I),      ca),  =  F,U, -r  F.K.. 


(  .oinnii'  I'  I  conlieiit  un  lerme  en  //-  —  gg'  et  (|ne  I'.,  iTen  contient  pas, 
il)^;:^  Fo  —  ¥,)  n'est  pas  idenliipieincnl  nid.  <M  même  <I>',,  «J»)  .  <l)  ne 
sont  pas  (les  eonslantes. 

Les  surfaces  (  ipiadllipie  el  plan)  l"\ -;  o  <'l  !•' ,  =  o  se  coiipcnl  sui- 
\aiit  une  eoiiiipie  i|iii  lenconlic  en  <l<'u.i:  points,  à  ilislaiicc  /iiiir,  le 
plan<I»,,— o.  I]n  elléi  :  i"  je  plan<l'j=o  ne  pent  eoïneider  avec  le 
plan  l'"_.  -  o  de  la  coiinpic,  car  •!',,  ne  contient  ipic  //,  tandis  ipie  V , 
doil  coiit<iiii-  des  Ici  mes  en  i,'  cl  r',  polir  ipie  riinariaiil  de  la  relation 
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sini:iili(Tf  1'.,  -=  o  lU-  stul  pas  cwi-i'  liailail;  •>."  la  (■iiiii(]iii'  m-  iiMicniili'i- 
pas  le  plan  *I'/,  =  o  à  l'inilni,  c'ost-à-diro  quauciin  tli's  poiiils  à  rinfini 
//- —  i'i,'':=  o,  //  =0,  n'osl  sur  \c  plan  Fo==o,  rar  il  taudrail  pnnr 
cola  que  F,  ne  contint  pas  de  Iniin-s  m  r  t  ou  eu  i''  ),  r|  rinv.ii  iant 
correspondant  serait  encore  carré  pariait. 

.le  dis  maintenant  que  les  deux  points  où  la  coni(pie  F,  ^=  o,  !• .,  =  o 
coupe  le  plan  <P),  =:  o  sont  situés  sur  la  (piadricpie  i]  —  o.  Si  l'un  deux, 
rn  elVet,  n'était  ]>as  sur  (J,  il  serait,  en  vertu  des  identités  (  38)  et  (3r)), 
sur  les  plans  <F.  =  o  et  *F.  =  o.  ICn  d'autres  termes,  le  point 

i]>]  =  a\.=  <!»!.  =  o, 

qui  esl  le  centre  de  <!•  =  o,  sérail  sui'  la  eonicjue  commune  à  F,  ■-=-  o  et 
1*"^  ^  o,  donc  sur  <P  =  o.  Oi-  cela  est  impr)ssil)le,  car  la  quadrique 
•1»  ^^  o,  contenant  fies  termes  du  second  oiilre  dans  son  iMpiation,  ne 
jieut  appartenir  à  la  variété  cône  (n"  107). 

Donc  les  deux  points  où  la  conicpie  F,  —  o,  V.,  —  o  cou|)e  le  |)lan 
<I»)=  o  sont  sur  la  quadri(|ue  C  =  o  ;  donc  les  deux  autres  points  où 
celte  conique  coupe  C  =^  o  sont,  daprès  (  .'xS  )  cl  (  jcj  )i  sur  .\  =  o  et 
sur  D  =  o.  Kn  d'autres  termes  (puisque  l>  —  C  r;  A,  1"', -(- A.  Fj  "i, 
les  (piadriques  F,  =  o,  F.,  =  o,  A  =  o,  B  ^  o,  C  =  o,  D  =  o  nOul  à 
distance  linie  (pie  deux  points  commtms  ('  ),  c'est-à-dire  [en  mmIu  (!<■ 
(  .3)  ri  I  1  i|  (pi,>  li's  (juadriques  (A),  (U),  (C),  (  D;  se  enupeul,  à  dis- 
tance linie,  en  deux  points,  situés  sur  la  (puulrique  proprement  dite 
!•',  =  o.  I-.a  droite  (|ui  joint  ces  deux  |)oiuts  a  li-s  coeflicients  de  ses 
é(pialions  rationnels  en  fonction  d'  ceux  di's  ('ipialiniis  (Ai.  i  15). 
(  (^),  (D),  c'est-à-dire  entiers,  cl  il  \  a  rulic  lc>  ]i(ii<)i|<'s,  nuli^'  la 
relation  sinj^uliéir  du  sceuml  milif  l-",  '>.  <lcu\  aulir-;  iilalinn- 
siiifîulières  ('puisque  luM'ain-  t. 

<  )ll  coiUj)lc|r  rc  r;i  isi  UHlilii  ill  I  l'ii  oliMix  ;ni  I  que  la  drnilcdiuil  on 
vieil!   dejiaili'i-  III'  >aiirail    l'Irr  -~iiil.i   (piadiiqur    1'",        o;    elle    esl    en 


C)  A  moins  que  la  conique  F|  =:o,  F,=:o  ne  soil  tout  enliore  située  sur  A  =0, 
|{  r-j  o,  C^=o,  I)=:o;  en  ce  ca'^i,  conlr.iiremcni  ;i  rii\  |ioiIm''>c-,  les  i|ii;Ui("  ilfi- 
nières  qnadriqucs  auraient  une  coiirl)e  comniiiiu'. 


SI  H     (KS     FONCTIONS    AriKLIKNNES    SI  NGLI.I  KIIKS.  V)) 

illfl  (l;iiis  le  |ilaii  l'.j  -  =  o  (|iii  coiiliciil  les  (l('ii\  points  coiiimiiiis  ;i 
(A),  (|{),  (C;,  (Djàdistaiico  liiiic,  cl  l'on  ;i\ii  (  n"  lî>7  i  (|iir  |.-  phiri 
|'\.  =  ()  ne  pciil  louclicr  la  (|Liadii(|iiç  F,  =  o. 

211).  ■>."  I.a  liaiisforiiialioii  rie  iimlliplifalioii  complexe  coiisidciéc 
est  siiifiiilicre  cl  coiidiiil  iriiiic  iclaiioli  siiigiiiièn'  à  la  iiièiiie  relali(jii. 
I-,        o. 

Soil 

•  I'»)  l'  =  A"  -f-  ai ,  \  —  A'«  -h  a'c, 

•  clic  iiiiilliplicalioii. 

I*ai    li\  pollicsc,   il  v  a  entre  les  périodes  deux  iclalions  <iiij;nlières, 

•  |iii  pciixrni   chv  snpp(jsées(M"  I9i>)  de  la  l'orme 


Ir  - 


</,  7.^-  4-  3//  + 


Parmi  les  mnltiplicalions  complexes  dcdniles  de  cesdenx  relations. 
coiisidiMons-en  une  cpii  conduise  de  la  relation  sini,rnlière  \\  =  o  à  une 
ivlalioii  siiiL;iiliriv  dillcMciilc  F.  _  o  (il"  20G  )  : 

(  /il»  ^'v  )  u  =  A,  u  -+-  [A,  c',  i-  —  A.,  Il  +  a.  r'. 

Il  est  clair  (jiie  la  liaiisloiniation  com[)osée  de  {  {oj  et  (  |0  his) 


\   U  =  A  {  A,  //■  -t-  |j.|  c'  I  -f-  uL  {'/...Il  H-  a^c'  ), 
f   \   z=  A'(  A,  //'  -}-  a,  e'  )  4-  a'  (  A^  //'  -f-  u..^  v'  ), 


sera    encore  une    mulli|ilicalioii    com|ilc\e,  d   (prcllc  condiiiia  de   la 
lelalioii  !•■,       I)  à  la  ivjalion  I'',       o. 

l'-ll  vcilll  de  ce  (|iii  |)iécrdc,  si  rcxislenee  de  celle  nouvelle  liinlti- 
plicalion  déicrmine  coniplèleinenl  i'.  h  et  i;  ,  il  \  a  entre  ces  périodes 
une  Iroisiéme  relalion  sinj;nliére  et  le  théorème  esl  élahli;  si  i,',  //  cl  •:' 
ne  soiil  |.as  d('lei minés,  c'est  (pie  la  iiinltiplication  nonvelle  est  une  de 
celles  formées  anx  n"'  lî)'i-20î>  el  (pii  se  dédnisenl  de  r<-\isl.Mice  de 
deux  relations  singulières  i-iiln-  les  périodes. 


3ÎI»  (..     HlMIîKIlT. 

(  )ii   a   iiiii>i,  |iuiif  la  li  aii^lnrmalioii  (  '\nhi.s),  A\\\t]i's  1rs  turiuuli-s 
iiiilinaii'os  de  la  liaiisforiiialioii  : 

A,  :-  a„  -+-  a^g  -+-  (I  /i,  A..  =  n\  -+-  a  Ji  -h  o.,::' ; 

a,  =  //  +  //, g  -J-  //.  // .  [^2  =  f',  -+-  f'x  II  -^  I' . ,-  • 

los  a]  et  h]  ('•leTUl  domiés  par  les  foriiuik's(2!5)ot'i  Ion  ociil  p  .  "^  .  0  ,  ~. 
il  la  place  de  p,  7,  0.  ~.  De  inèiiic  pour  la  Iranstorinalion  (  |M  : 


)./.,  H-  |i./,^.  =  r/„  -+-  r/.iir  -f-  flo/') 

j  X'X,  —  a'A^,  =  (I,  -h  (t,h  -+-  a.,ii' , 
A  a,-(-  \>-'\i-i  —  /'i  -+-  l'^li  -+-  f'-s  'i 


1 1  tus  \ 


les  «,  ol  //,  étant  donnés  par  les  formules  (23V  l-n  portant  dans  ces 
l'ipialionslcs  \al<"urs  ci-dessus  de  A,,  A^,  u.,,  ii.,,  on  en  (liHlnil  les  valeurs 
di^  A.  a,  A',  a  :  or-,  à  l'aide  des  relations 


// 


=  f/,         7.  g  -^  [ÏA  ^  Y.i 


et  des  e\|)i'essioiis  des  r/,,  //,.  a],  h\  en  Ioim  linn  (irs  :,  7.  0,  r:  p  ,  ....  ~.' , 
on  trouve 

A  =  m  g   -^  nli    -4-  /'. 

a  =  m' g  -f-  //'//  -i-  //. 

///.  //.  /',  III  .  Il  .  ji  l'ianl  II  aci  lonnaires  :  on  a  (le>  expressions  analogues 
pour  A    el   jj.  . 

Les  deux  [>reiniéi-es  relations  (  ji  /'/-v ),  mises  alors  sons  la  loinie 

ti'^Çkg  -h  aZ/j-f-  Il .Oli   t-  ;J-^'  1  --  "'1,-  -^  "1  /'  -'-  /'i. 
lf\0>-g  ■+-  [a/' )  "*"  ^'j *  ^^/'   ■"  I-*-,-   )  —  "'\ r  "*"  " .  I'   *  /'i ' 

donnent  aussi,  |)our  Ai,'  -r  a//  en  a//  -+  i;.g  ,  de>  expiesMim-.  Iim-aires. 
a  eoellicieiits  Iractiomiaiii's,  en  g  et  // ;  ei  1  mi  oliiirni  im  lonllal 
Nendilalile  poui-  A'''  -^  ix  /i  et  A'//  -f-  a'i,''. 
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Il  r.iiil   iii;iiiil('ii;iiil   .'•(•rirr,    jiniii'  i|uc  ('jo)  soil  une   miilli|ilii;iti<Mi 

cniii|,|c\r.  <|l|f   A   cl    >.   ;     <).    r|     u.' ;    'l..^    (-  jx//     r|     /■:.'     .-  ly.'// ;    '/. //   -f-  <). 'J. 
il    A  //     •     ai''  SOIll  (les  piTiodcs  :  (r;i|)l('-s  <<■  (|lli   plc'irdr,  on   \\\-^\.  cOII- 

(luil  .liiisi  il  «■■(•riiv  (|iir  (les  rcliitions  lliirairrs  riilir  i- .  //  i'\.  fi;' .  Si  ce 
>oiil  (1rs  idciilili's  011  des  coiisi'miiioiu'os  dr  a  "•  4- 3 /« -H  V ir' =  w ,  la 
iiiiillipliciilioii  coiiiiilrvc  lorisidi'iM'ç  ('(o)  no  suppose  entre  g,  h  aV  g' 
i\\u'  les  dciiv  rolalions  siii;;ulièrcs  de  l'Iiypollièsc;  si  l'iino,  au  moins, 
n'est  pas  nue  idenlité,  ou  nue  eousé([uenee  de  Kir-f-  ^//  -1-74'"'  =  w,  e'est 
qiril  y  a,  cnlrc  1rs  priiodcs,  li(.is  re|;iiioiis  sin^idirr-rs.  e.  n.  1  .  n. 

ii2().  .1"  La  liansloniiiiliiiii  di'  iiinll  ipliciilinii  cniniilcxc  eousidrii-c 
est  ordinaiiT  :  il  siillil  il-  In  l'^iii,'  •~n\\ir  d'uin-  niulliplicalion  sini^'-uliére 
du  pictMici'  de-rV-,  (h'diilic  d,'  IrNi^Lncc  des  (\c\i\  relalious  singulières 
iidniisrs,  |>()ui'  n'titi'iT  dans  nii  des  i;in  |iii'Trdenls. 

22  I.  Aiii-i.  daii>  Ir  eas  où  les  périodes  g,  //,  g'  sont  (h'-lerniinées 
couiplclciiirnl  par  les  é(pialions  rondamenlales  de  i;i  luulliplication 
coriiplcxc.  il  y  a  cnlrc  elles  une  on  Irnis  i-ejalions  siiii^ulières. 

S  il  n"\  en  a  (pi'une  el  si  son  inxariani  est  carré  parlait,  il  résulte 
du  n"*2IO  (pie  :,'  el  ;,'  vcTilieni  eliaciin  nue  relation  (piadratique  à 
(•(lellicieuls  entiers,  c'esl-à-dire  (pie  les  deuv  systèmes  de  fonctions 
(;lli|)ti(pies  par  lesquelles  s'e\[)riment  les  fonctions  ahéliennes  consi- 
dérées ])Ossèdenl  chacun  une  ninllipliealioii  coiniileNe. 

Si  1  invariant  n'est  pas  carré  parlait,  011  a  uu  cas  nom  eau  (pu  sera 
exaniiiu'  jilus  loin. 

22'i.  ('onrliisii)ii.  -  V.u  r.'suiiK',  cr\W  discussion  prouve  (ju'il  ne 
peut  y  avoir  de  uiulliplication  com[)le\e  (pie  dans  les  ciu(|  cas  suivants: 

I"  Les  périodes  :,',  //,  g'  sont  liées  uniqueuieut  par  une  relation  sin- 
j^nlière; 

2"  el  ')"  |-,lles  soûl  liées  niii(pieiiieul  par  deux  ou  trois  relations 
singulières; 

4"  Llles  sont,  liées  par  une  relation  sing:ulière  (riiivarianl  carré  par- 
iait, el  |(>s  deux  systèmes  de  fonctions  ellipti(|ues  aux(pielles  se  ra- 
nieiieul  alors  les  Idiictions  ali('lienues  possèdent  rnii  ou  rauliv.  011 
loiis  ^i-\\\^  nue  mulliplicatioii  ellipti(pie  complexe; 
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'i"  Kilos  soiil  lirrs  piiriiiic  H'iiilioii  sinj^ulit'io  cliiivariaiil  iidm  caiiv 
parfail  ol  par  dmix  autres  rtlalioiis   non  siim;iilii''rcs. 

Les  r|iialro  piomicrs  ras  ont  t'-tr  l'iiuliés  précédcinmonl  ;  il  no  nons 
iN'slo  à  oxatnincr  ipio  lo  oin(|nionio. 


Dei'nier  cas  de  multiplication  abélienne  complexe. 

'2"25.    Nous  li'i'ous  ik'ux  li\  [)o|1k'sos,  solon  (|uo  1  in\aiiaiit  (\f  la  rola- 
lion  singulière  qui  lio  les  périodes  est  pair  ou  inipaii . 

Phkmiéhk   hm'othksk.    —    liiiuiridnt  pair. 

'i'ii.    La  relation  singulière  entre  les  périodes  peut  se  ramener  à  la 
forme 

'^  =  C-' 

e  étant  un  entier  positif,  puisque  linvariant  '\c  doit  être  >•  o.  Kepro- 
nons  maintenant  les  équations  foudaniontales  (A),  (B),  (C),  (D) 
de  la  niulliplieation  eomploxe,  et  faisons-y  g^cg'.  Les  résultats 
obtenus  dans  IJ  et  C  doivent  être  identiques,  car  B  —  C  =  o  étant  une 
ri'lalion  singulière  est,  soit  une  identité,  soit  une  eonsf'ipionee  de 
g  —  cg'=  o. 

Voici  ce  que  (h^ienuenl   les  (piali'o  écpialions.  (piand  on  \    fait  la 
sulislilMlion  indiquée  : 

(A)  fi:,c''g''  -^{f'î    -\-l>3)cg'  h-\-h^li'-  -irc{  a„  —  (f,,)g'  -{-(h,,—  !/,)//  —  (/„=  o, 

(B)  cijC  g"' +(a3C-h  b^)  g'/i-hhjr -h    (ca,  —  d..)g' -\-(b, —(/^)/i  —  d,  =  n, 

(C)  h^c  g'--\-{a:,c-hh.j)  g'/i-hojr-h    (  ho~  cc^)g'^(ao  ~  r.,)/i  —  r„  =  n, 
<  I^)  l'tg'^  +(«2    +  />:,)  g' h  -H  (tji-  -)-    (  A,  —  f.j  )^'  +  (o,  —  r.,)  //  -  «",  =  o. 

I']rrivf)ns  (pie  les  fleiiv  e\|iiessious  inlerniédiaires  sont  iiiinliipies;  il 
vient 


(  \i  ) 


1  a„  --=■  /',,  ra,  —  (f.j  =  /'„  —  re,  ; 
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Obsorvoiis  ciicon-  (juc  (A)  et  (D)  doivent  être  idonliques  à  un  facleui' 
|)rc's:  ("Il  iiiiilli|iii.iiil  en  cllcl  (  U)  par  —  c  cl  ajoiitaiil  à  (A),  on  oblioiil 
la  rolalioii 

o  =  /r(b^  _  a,c)-h  r<;'^{a,c  -  h.,)  +  -'r|  «,  -  d,  -  h,  -f-  ,;\ 
-f-  // 1  //„  —  d.,  —  va,  ■+-  ce.,  J  —  ^/„  -1-  ce, . 

<  .otiiiiic  f,;'-'^  =  <>-<^-'^  ou  voii  (|ii(.  c'est  uni'  relation  siiii^iilièrc,  et  piiis- 
<\u<i  <^  =  cg'  est  la  seule  relation  possible  de  cette  nature,  il  faut  ipje 
l'on  ail 


(i3) 


h.,=  a,r,  a„~d.,=  h,  —  c.j., 

b„  —  d^  —  c(a,  —  c,,),  da  =  ce, . 


(^es  équations,  combinées  avec  les  écpuitions  (fi),  donnent  rensend)le 
des  relations  entre  les  o,,  /;,,  r,,  c/,  : 

,,,.         i«2=/''3    ,  a„—b,,  bo=ca,,  c„  =  f/,; 

(Vl) 

(  ù,  =  a,  r,  d,  =  c., ,  d,  =  ce, ,  d„  =  ce, . 

'2'2ii.   Cela  posé,  il  ne  subsiste,  entre  /i  et  ;^'',  que  les  équations  (D) 
et  (C),  qui,  en  tenant  compte  des  relations  (44),  s'écrivent 

(45)     ea,g''-h    2^,-7/  +  ajr  +    {b,-  c,)f;-'  +  (a,  -  c,)h  -  c,  =  o, 
(  j(])     rb,  -'=  +  2 ca,g' h  +  b,h'  +  c(a,-  c, )g'  -h(b,- c,)h  —  e,  =  o. 

(  )u  peut  donc  dire  que  a"  t'I  /i  sont  délinis  par  deux  cipiations  à  coej/l- 
cieiit.s  riilieis  de  la  forme 

Cl?)  ''Po'  +  -  "r-'l^  +  /'/'"  +    qg'  +  /•//  -H  .ç  =  o, 

(18)  cng'^  4-  1  cp'/ h  +  nh  -  -+-  erg'  -f-  rj/i  -t-  *'  =  o  ; 

//  et/^  ne  peu\eul  être  nuls  à  la  l'ois,  sinon  ces  équations  seraient  siu- 
j«;ulières. 

Pour  trouver  toutes  les  uudiiplicalions  complexes  corresi)ondanles, 
il   taul  écrire  (pie  les  éupialioiis  (^4  >)  et  (46)  sont  des   conséquences 

Jouin.  de  Matk.  (^"  série),  tome  VI.      •   Fasc.  III,   1900.  4? 
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Hc(-'l7)  et  (4^),  ce  qui  doiiiic,  on  (lésii;iiiml  |)ar  /.,,  a,,  \.,,  u.,  des 
roiistanics  : 


/;,  =z'K,p  +  u..^  ri , 
/;,  —  r.,  =  \.,  r  -+-  \i..,q^ 


h,   —  (\=  A,  7  -f-  IJLi'V, 

a,  —  c^  —  A,  /•  -t-  Lt,  y. 
—  c,  =  A,.v  -t-  a,.v', 

(  )ii  en  lire 

«(X,  —  a,,)=/)(A,  —  ru.,). 

Dailleurs,  le  dêlerminanl  rp-  —  «-  ne  peul  s'annuler;  /;  et  //,  en  cll'el. 
ne  sont  pas  nuls  et  c  n'est  pas  un  carré  parfait,  car  on  retonil)erait 
(  n"  lilO)  sur  le  cas  elliptique  de  innlliplication  elliptique  conqilexe; 
donc  A,=  uLj,  A,^  fu.|,  et  Ton  en  conclut,  pour  les  o,,  b,,  Ci,  r/,,  les 
valeurs  suivantes  : 


<  lO) 


a.,  =  A,  /i 

a.,  =  A|/J  -t-  a,  «, 

—  /•„=  A,.v'  -t-  a,  r.v 

—  (!,  =  A,. s  ■+-  u.,,s'. 


A,  «y  H-  ui,  'V. 
A,  /•  -h  u.,  y. 


Ai,  =:  fTj  +  X,  C/' 4-  a,  ''y, 
h,  =  r,-\-A,q      +  ul,  r/-, 
/;2  =  A,  ry)  +  U,  I-/I, 
/)j  =-.  A,  /^     +  UL,  rp, 

—  (f^='k,  es  ■+-  a,  r.ç', 

—  f/,  =  A,. s'  ■+■  [X,  c*, 

^/^  =  r.^. 


Dans  ces  formules,  f^  et  f,,  désignent  des  entiers  arliilraiies  ;  A,  cl  i».,. 
également  arbitraires,  sont  des  n()nd)res  entiers  ou  niénii-  fraction- 
naires, mais  tels  alors  que  les  o,,  h,,  r,,  <//  soient  entiers  :  on  voit  im- 
incdialcmeiil,  dans  ce  dernier  cas,  (pu-  les  facteurs  (|ui  prinr/tt  ligurer 
au  dénominateur  de  A,  et  a,  sont  coiunis  a  priori  et  sont  en  Mond)re 
limité. 
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22<».  Il  t;nil  iiiaiiitcliaiil  KîcliiTchor  dans  quels  cas leséquations  ('17) 
''^  (■'i^)'  jiji'ilos  à  <^  =  c;j^',  (loiiiiciil  pour  xf,  //,  g'  des  valeurs  telles 
i|ue  /i-  —  <r,^\  soit  négatif. 

A  cet  eHel,  observons  (jue  les  équations  (47)  et  (/|8),  si  Ton  y 
regarde  h  oA  g'  comme  des  coordonnées  courantes,  représentent  deux 
conicpies  concnnlriqucs  ;  pour  sinq)li(ier  les  calculs,  transportons  Tori- 
gine  au  centre  comniun  dans  le  plan  des /<^'';  cela  rw  changera  pas 
Ir.s  parties  imaginaires  de  g,  li,  g  ,  et  les  deux  équations  deviennent 

(  >o)  t  •  ' 


(  rng"-  ■+-  -xrpg' h  -k-  nir  +  ci'  =  o, 

ta  et  ct'  désignant  des  constantes  (ju'il  est  inutile  d'expliciter. 

On  en  déduit,  en  appelant  -,,  /<,,  g\  et  -„,  A,„  g„  les  parties  ima- 
ginaires et  réelles  de  g,  h,  g' 


(5,) 


f/J      I  ,  n  «  —  Bî/ 


2(c/j^—n')h  r,        ■î(cp'--n^)  hl-\-hi' 


I/éliiniiialioii  il.'  -'  entre  les  deux  écjuations  (5o)  donne  l'équation 
en  //  : 

étant  [)osé 


'■{'•p--n'>) 

l-;»  n-mplaçanl  A  par  //,,-f-  ///,  et  séparant  le  réel  de  rimaginaire. 
ou  Irouve 

K  -i-K-  G/',' //;  +  Mi/il  -  h-)  +  cN'  =  o, 
2 //„//,  (2//;— 2//; -I-  M)  =0. 

Si  hji,  est  ;■  „,  „„  aina  -  2(/>l~ /,";)=  M;  suhsliluons  à  M  cette 
val.Mir  dans  la  première  des  deux  équations  précédentes,  nous  trou- 
vons 

(53)  (/,l  +  /,y_,,^.^^_ 
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Or  la  oniulilion  //;;  —  ^'iir,  <Co  s'c-cril.  en  y  roin|)la(;anl  i^\  pai'  sa 
valeur  ty't\)  ol  ^'i  par  cg\, 

cv  t|ui  t'st  en  conlradiclion  avec  (  )3).  Il  faut  donc  que  //„/*,  =  o,  et 
ronime  h,  ne  peut  être  nul,  puisque  s:,  el  f^\  le  seraient  aussi  (TuV 
on  a 

ri  ré(pialion  (  Vj)  donne 

(55)  //;  -  M//;  +  cN^=o. 

("elle  èqualion  doit  avoir  au  moins  une  raeiui'  réelle,  Icllc  que 
li\  —  r\-  soit  négatif  (5/();  il  en  résulte  (pie  Vcquadon  (5.5)  en  li\ 
doit  avoir  ses  deux  racines  réelles  el  positives  (car  leur  produit  est 
positif);  cela  implique 

(5G)  M>o,         M=-/iC-N-'>*>- 

S'il  en  est  ainsi,  la  plus  petite  racine  de  Técpiation  eu  h]  est  positive 
et  inférieure  à  v'f^^,  puisc(ue  le  produit  des  deux  racines  est  cN'^;  donc, 
si  li\  est  cette  plus  petite  racine,  h\  —  c'S"  sera  <  o. 

Inversement,  on  reconnaît  que  les  conditions  (56),  qui  sont  néces- 
saires, sont  suffisantes,  et  voici  le  résiillal  final,  Iradiiil  gronirtri- 
quemenl  : 

227.  Les  péri(jdes  de  uiulti|)licatiou  coinpleve.  dans  le  cas  où  elles 
vérifient  une  relation  singulière  d'invariant  pair,  non  carré  parfait,  i-l 
deux  autres  relations  non  singulières,  sont  déterminées  par  des  étpia- 
tions  rédnctililes  aux  formes 

A--  =  fg\ 
cpi,'  '  -t-  .in  g  h  -t-  plr  -+-  q  y;'  4-  rh  -f-  s  =  o, 
rn<i"^  -Y-  i  rpg'  h  -+-  nir  -(-  cry  -v-  qli  4-  s  ^  o  ; 

les  //,  /;,  y,  r,  v,  s    son!  de>  entiers;  r  est   lui  entier  positif,  i.e.s  deux 
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(liTiiii'irs  <'(|iiiiii(iii-i  tr|ii(''scrilrnl,  i-ii  //  cl  i'',  (Iriix  coniques  coriccii- 
lri(|iics;  il  faiil  que  ces  coiii(|iics  se  couponl  en  ([iialre  points  iiiia^M- 
iiiiiies  el  <(ue  les  deux  cordes  cornniiincs  (|iii  passent  par  le  centre 
soient  réelles. 

S'il  en  est  ainsi,  r.>liniinali(jn  de  i'  entre  les  deux  dernières  é(|iia- 
lions  diiiinr  pour  //  une  é(jnation  du  c[ualriènie  ordre;  les  deux  racines 
iiiiai;inaircs  conjuguées  pour  les((uelles  la  partie  iniaf^inaire  est  la  [)lus 
piliic.  (Il  valeur  al)solue,  conviennent  cl  conviennent  seules  an  pro- 
l'Icnir;  i,'  cl  4'  se  délennineiil  ensuite  sans  andiii,niït(''  en  (onclion 
de  /,. 

(^)uaiil  aux  niulliplications  complexes  qui  correspondent  à  ces  pé- 
riodes, leurs  entiers  caractéristi(pies  sont  délinis  par  les  formules  (4ç)). 


DicLxiKMK   iivi'OTMKsK.    —    linaiicutl  ifiipdir. 

'i'iS.  La  relation  sini;ulière  entre  i,--,  h  et  :;'  peut  être  supposée  de 
la  foriiie 

g  =  h-^cg'  (c>o), 

'■  étant  ^  o  pour  que  l'invariant  i  -i-  4c  soit  supérieur  à  i . 

Ilemplaçons  «•  par  celle  valeur  dans  les  quatre  équations  fonda- 
mentales TA),  (13),  ('C),(D)  de  la  multiplication  conqilexc;  celles-ci 
deviemieni 

(  \)    !  '  '  '^■''  ^'^  '^  ^  ^  "'  '  "^  ^'''-  "*"  ''^■'  ^  ^'^  "*"  ^  "'  "^  ^'  "*"  "-  "•"  ^'^  '  '''' 
(  -+-  c{a„  —  c/, )<:■'  -+-(/%  —  ci,  -+-  a„  —  d:,)h  -  d„  =  o, 

{  -h  (ca,  —  cL)o^'  4-  (b,  —  ^3  -f-  r/,  )//  -  i/,  —  o, 

(C  )    f  '^  ''''..^'■"+  [^'«3  +  f^:>  -+-  h,]/ii:-h(a,  -h  a,)/>^ 

I  -t-  (  /a,  -  cc,)g'  +  (o„  -  c,  -  c,)/,  -  c„  =  o, 

!  -h(/>,-  C2)f('-\-(a,  —  c,)/i  -  c,  =  o. 

Comme  dans  le  cas  précédent,   les  premiers  membres   de  (H)   el 
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(le  (C)  doivonl  èlro  idcnli([no>.  oc  qui  donne 


^^7) 


h,  +  Tj  4-  (-3  =  cf„  —  a,  -h  rf,,  Co  =  d, . 


Maintenant,  en  niullipliani  les  premiers  membres  de  (A),  (C),  (D) 
par  des  constantes  indéterminées  et  ajoutant  à  (A),  on  peut  toujours 
faire  en  sorte  que  les  termes  du  second  ordre  dans  le  résultat  soient  de 
la  forme  Ir  —  hf^'  —  cp^'-.  à  un  facteur  près;  comme 

// '  -  hii' -  cg'-  =1,^-  gg\ 

la  relation  qu'on  obtient  ainsi  entre  A  et  g'  est  singulière,  et  elle  doit 
être,  dès  lors,  une  identité;  cela  revient  à  dire  que  les  premiers 
membres  de  (A),  (C),  (D)  ne  sont  pas  linéairement  distincts,  ce  qui 
l'xigc  l'évanouissement  des  déterminants  du  troisième  ordre  compris 
dans  la  matrice 

A,  2  A,  «5  A,  —  r,  «,  —  ('.1  '■,, 

rl)^      rr/,-i-A^  +  A,  a^-\-b.,  ca,  —  (L         b,~dj-\-a,        d,. 

Or,  le  premier  de  ces  déterminants  développé  donne 
(rrr,—  />.^—  A.,)  [(  A.J  4-  ca.^)'^  +  (  A^  +  ca^)(oj  -+-  2  A.,)  —  c  (a,,  -h  2  b^)-]  =  o. 

La  (pianlilé  entre  croclids  ne  peut  ètic  nulle,  îi  moins  qu(.'  />.,-h  cfl;, 
et  «j  +  2A3  ne  soient  nuls  à  la  fois  :  le  discriminant  i  -1-  .4^'  n'est  pas  en 
elTct  un  carré  parfait,  puisqu'on  a  exclu  le  cas  ellipli(pie. 

Mais  si  Aj -h  0^3  =  03+ 2A.,  =  o,  on  reconnaît  de  suite  cpie  dans 
les  relations  (A),  (B")  cl  (D)  les  termes  du  plus  haut  degré  sont 
■2rb,(h'-hg'-cg"),  -b,{lr  -  hg'-  cg'^)  cl  -2b,{h^-/,g'-cg"), 
c'est-à-dire  que  ces  relations  seraient  singulières,  ceipii  est  contraire  à 
riiypotlièse.  Il  faut  donc  «pie 

(58)  ,T/,  =  A,+  A3. 
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lui  Iciiiiiil  (((inplc  de  cctto  relation,  la  matrice  devient 

cUi  —  A,  A,  /',  —  c,  a,  —  c,  f,, 

ibj  ra^  ca^  —  fi,  h,~-(l,  +  a,  d,, 


ce  ([ui  donne  d'aliord 

-+-  (ca,  —  d.^) c\i:al  —  Ush,  —  /;,  |  ^  o. 

Le  t'iuleiir  ra'' —  aji,—  li\  ne  peut  s";mriulcr,  j)iiis(|ue  i  -t-  '\r  ii  i->l 
|ias  carré  pariait  et  (pie  d'ailleurs  si  a^^a-^,  /a,,  h.^  étaient  nuls  à  la  lois, 
les  é(puilions  (A),  (B),  (C),  (D)  seraient  singulières;  il  reste  donc 

c(/>,  —  Cj  —  «„  +■  d.^)  -{-  ca,  —  (L  =  o. 

<  )ii  tiouM-  de  iiièiiie 

f(rt,  —  Cj)  —  Ag-f-  d^  —  (t„  -h  h,  -h  a,  =  o, 
<'c,  —  d„-{-  d,  =  o. 

En  utilisant  (57)  et  (58),  on  obtient  toutes  les  relations  cnli'c  h's 
«,,  bi,  Ci,  dj  sous  la  forme  : 

/y.j  +  ^1  =  frt:i,  lf„  =  ca,,  ^/,  =  cc.,, 

a.,  =  b^,  b,  ^  a„—  a,,         f/.,  =  ("2+  '■,, 

«1  ^  '-«, 


d. 


0  —  ■  0  ^^  '-•- 1 


ce,. 


*2'Ii).   11  ne  subsiste  mainlenant,  entre  //  cl  i'  ,  que  les  écpiations  (^t.) 
et  (D),  qui  s'écrivent  en  tenant  compte  de  (  J9), 


(Oi) 


\      +  c( «  1  —  ''3 )ii'  +  (««  -  '•■•  —  ^3 ) /'  -  «"o  =  <», 
I  (tY/3  —  bj) !j;"'  -h  2bjfig' -h  a^li- 

\  -I-  (flo  —  «1  -  f'a)^    +  l"i  —  ^'i)^'  ~  '■<  =  "■ 
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On  peut  donc  dire  que  A  ol  g'  sont  diTmis  [lar  driix  i'([n;ilions 
à  coi'Jficirnls  cnlicrs  do  la  fornic 

(  62)     r.ng^  -f-  icplig'  4-  («  +  p)lr  +  c/'i,--'  +  (^  -H  '")/'  ■+■  s  —  <>, 
(63')  (r/j  —  Ji^ g'^  -+-  -iiilig'  -H  /)//'■*  -t-  i/ir'  -t-  /•//  -f-  s'  =  o  : 

//  el  />  no  pouvoni  ôlre  nuls  à  la  f(Hs,  sinon  cos  o(|iialions  sciaiml  >in- 
ifulioros. 

Pour  Irouvor  loulcs  les  mulliplicalions  complexes  correspondantes, 
il  laul  écrire  que  les  équations  (60)  el  (Oi)  sont  des  conséquences  de 
(l):>.)ol  (63);  on  ohlionl  ainsi  les  valeurs  des  r/,,  h,,  r,,  ^/,  sous  la  foiine 

«0  =  Co  -t-  C3  -f-  A;(<7  -4-  /•  +  rr)  -+-  aj(  q  -(-  r), 

a,^=  c^-h  A._,(y  -+-  /•)  -t-  ij...r, 

a 2  =  Xa  r/>  -t-  u..,/i, 

a,  =  ).2(//  -+-  p)  -h  u._,/^ 

6„=  CC3  +  ^^2C('7  +/■)-+-  lAj'v-, 

/;,  =  c.y  -+-  Xo c/'  ■+-  ij-.fj, 

/;,  =  X^C/?  +  U..^('y3  —  /<  ), 

A,  =  AjC/?  +  .ui'j"» 

—  r„  =^  X„(*  +  es'  )"-+■  U....S, 

—  C,   =  X^S  +  ULj.v', 

^J  =  c,, 

—  ((„  =  A, (.V  +  f.s-  +  es')  +  u... (.î  +  es  ), 

—  </,  =  A,(.v  -f-  r.s  )  -+-  a...v, 
cL  =  ^r,, 
</,  =  rj+  r,. 

Dans  ee>  iuiinules  r,  ol  r,  soni  di'iix  rnin'i'^  .11  luliaircs  :  A.  el  tji^,, 
éj;aloiMent  arhiliairos,  sont  dos  entiers,  ou  dos  lra(lii)n>  olini^ii  <do  lollo 
s«)ilo  (jue  les  n,,  />,,  r,,  (/,  soient  entiers. 


l<'1) 
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lùilin,  on  c-lalilit,  rDiimn-  diins  lo  cas  |irrc(''(lonl,  les  condilioii- 
iK'cossaircs  cl  siil'lisantes  pour  (|ii.-  //;  —  g,g\  soil  m'j,'alif,  et  Ir  résulhil 
est  rrlui-ci  : 

230.  Les  périodes  de  iiiidliplicalion  complexe,  dans  le  cas  où  elles 
vérifienl  nne  relation  sing^ulière  d'invariant  impair  non  carré  parfait, 
ei  deii\  autres  relations  non  singulières,  sont  déterminées  par  des 
é(jii;ilions  réductibles  aux  formes 


n 

=  // 

+  cg', 

2  rp/if^' 

'  -+-(//  H- 

p)/r- 

+  n-fc' 

-+- 

(7 

+  /•)// 

-f-  .V 

= 

o. 

(rp  - 

/0,ir' 

-  -f- 

■'.nliL. 

r'-f-  pir 

■  -1- 

VA' 

■■+/•// 

-t--v' 

= 

o; 

\rs/i,p,  fj,  ...,  .v'  sont  des  entiers;  c  est  un  entier  positif.  Les  deux  der- 
nières équations  représentent,  en /<  et ^'•',  deux  coniques  concentriques; 
il  faut  que  ces  coniques  se  coupent  en  quatre  points  imaginaires  et  que 
les  deux  cordes  communes  qui  passent  par  le  centre  soient  réelles. 

S'il  en  est  ainsi,  l'élimination  de  ^' entre  les  deux  dernières  équa- 
tions donne  pour  /i  une  éipuition  du  quatrième  ordre;  les  deux  racines 
imaginaires  conjuguées  pour  lesquelles  la  partie  imaginaire  est  la  plus 
petite  en  valeur  absolue  conviennent  et  conviennent  seules  au  problème  : 
i(  et  g'  se  déterminent  ensuite  sans  ambiguïté  en  fonction  de  //. 

(hiaul  aux  lunltiplicalions  complexes  qui  correspondent  à  ces 
périodes,  leurs  enlieis  caractéristiques  sont  délinis  par  les  for- 
mules ((if). 


QUATRIÈMK  PARTI L. 

TRANSFORMATIONS      IIHI ATIONNKI.I.KS     DES     SIRFACES     II VI'IlilXI.IPTIQt  ES     EN      EI.LES->lf.MES. 

'251.  Le  problème  de  délerminer,  parmi  toutes  les  surfaces  liypcr- 
rllipli(|ues(lont  ebaque  point  répond  à  un  seul  couple  d'arguments  aux 
périodes  près,  celles  qui  possèdent  des  transformations  birationnelles 
en  elles-mêmes,  et  de  former  toutes  ces  transformations,  revient 
,1  (bercber  les  multiplications  complexes  de  degré  un. 

Joiirii.  de   Malh.  (  â-  sciic),  tome  \  I.  —  F.isc.  III,  igoo.  4^ 
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Désignons,  en  rfl'ot,  par  l  ,  \  le  point  qui  n'-pond,  dans  iiiir  lollc 
Iraiisformalion  au  point  //,  r;  comme  du,  dw,  d\J,  d\  sont  des  dilïï-- 
iiMilielli's  de  première  espèce  et  qu'il  n'existe  que  deux  dillèrentielles 
di'  celle  nalure,  c/C  et  d\  son!  linéaires  en  du,  r/c,  c'est-à-dire  (|uc 

L  ^  A  «  -h  a  V  -f-  const., 
V  =  X'«  ■+-  ul'c  -+-  const. 

Xèjfligeons  les  constantes,  que  nous  réintroduirons  ensuite;  on  voit 
bien  que  l'on  est  ramené  à  chercher  toutes  les  mulliplications  com- 
plexes qui  font  correspondre  à  un  point  L  ,  ^   un  seul  poiul  u,  c. 

Distinguons  maintenant  deux  cas,  selon  que  la  transformation  en 
question  est  ordinaire  ou  non. 

252.  Transformations  ordinaires.  —  Si  (u,  i)  et  (L  ,  \ )  dé- 
signent les  deux  points  de  la  surface  transformés  l'un  de  l'autre  et 
si  ~(j/,  p)  est  une  fonction  thêta  paire  du  premier  ordre,  lorsque  le 
point  u,  f  décrira  une  courbe  S(«  -f-  a,  f -f-  jî)  =  o,  le  point  IJ,  ^' 
décrira  une  courbe  analogue  ~(L  -l-a',  Vh-  ^')  =  o;  une  transforma- 
tion ordinaire  du  premier  ordre  change,  en  ellel,  une  fonction  thêta 
d'ordre  un  en  une  fonction  semblable.  En  augmentant  L  et  V  de 
constantes  convenables  on  peut  faire  en  sorte  que  les  deux  courbes 
coïncident,  et  par  suite  la  courbe  ^(u  -ha,  r  -(-  p)  =  o  admettra  une 
transformation  birationnelle  en  elle-même. 

Or,  cette  courbe  est  une  courbe  de  genre  deux,  donc  hyperelliptique; 
elle  a  les  modules  de  la  surface  et  n'admet,  en  irenera/,  que  deux 
transformations  birationncUes,  à  savoir  la  transformation  unité  et  celle 
qui  fait  correspondre  à  un  point  son  conjugué  hyperelliptique;  sur  la 
surface  ces  transformations  sont  (')  : 

U  =  u,         V  =  e 
cl 

U  =  —  2  a  —  u,  \  =  —  o.  jîl  —  r. 


(')    Voir  par  exemple  à  ce  sujet  noire  Mémoire  :  Sur  les  surfaces  hypcrelUp- 
liqttcs,  t.  IX  de  ce  Journal,  4*  série,  p.  .'|22. 
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l"]||cs  sont  comprises  dans  les  formules 
(i)  n  r=  £// +  coiisl.,  V  =  £f -h  const.  (c  =  dbi) 

iliii  iIcMiiicMl  los  ti-ansToiiiiatioiis  hirationncllcs  ovitlcnlus  de  la  Miilace 
l'ii  ellc-mèiiie. 

Mais  il  peut  se  faire  que  la  courbe  de  genre  deux  possède  d'autres 
I m n.sfur mations  unkoques  que  les  précédcnlcs;  pour  los  trouver, 
prenons  cette  courbe  sous  la  forme 

y-  =  {-i-  —  a,){x  -  a.^ . .  .{x  -  a^). 

Soit  X,  >  le  point  transformé  àQ.x,y:  les  intéf,'rales  abéliennos  de 
IJiemii'ie  espèce  appartenant  à  la  courbe  se  transformeront  évidemment 
les  unes  dans  les  autres,  de  sorte  que  Ton  aura 

(.,)  ^^  _  gx+_g 

\/(X-«,).--.(X-r7«)         \l{x-a,)...(x-a,)        ' 

v'(X-ff,)---(X  — rt«)  "~  \/(x  —  a^)...{x  —  a^)     "*' 
a,  p,  a',  P'  étant  des  constantes.  On  en  tire 

X  =  îliiiti:,         ,/x  =  A-       ^"      , 
el  en  portant  ces  valeurs  de  \  et  <^/\  dans  (-j.),  il  vient 


\/[a'j;--<-P'— rt,(i.rH-P)]...         \/{x  —  a,).  .  .(cv  —  a^ 

En  d'autres  termes,  la  forme  sextique  (X  —  a,'A)...(\  -  u„'A)  se 
réduit,  à  un  facteur  constant  près,  à  la  forme  {x  —  a^z).  ..{.,■  —  a,,z) 
par  la  substitution 

\  =  OL'x-h^'z,  Z  =  a.r-i-3;. 

Le  problème  revient  donc  à  clicrcher   toutes   les  formes  binaires 
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sexli<(ues  adinottant  uuo  transformation  linéaire  en  elles-mêmes  autre 
que  X  =  ±  .r,  Z  =  zt  :;  :  la  solution  en  est  connue  (  '  ),  les  formes  cor- 
respondantes sont  au  nombre  de  si\  : 

La  surface  de  Kumnier  correspondant   à  cette   forme  est  le  Ic- 
(rardroïdc  do  Cayley. 

■2"  xz{\x* +  Bx-z- -hCz*). 

La  surface  do  Kummer  correspondante  est  deux  fois  (cliru-droidr. 
i"  Xx'  +  \ix'z'-^Cz\ 

La  surface  de  Kummer  correspondante  est  trois  fois  Irlrcu'droïdf. 

La   surface   de   Kummer  corr'espondante  est   qualre  fois  lélrar- 
droidc. 

xz{x'-^z'). 

La    surface  de  Kummer   correspondante    est    six    fois    létrar- 
droide  (-). 

6°  z{x^^z''). 

L'expression  des  périodes  corres|)ondant  aux  ciu([  premiers  cas  est 
l>ien  connue;  on  a  :  dans  le  premier  cas, 

c        o   ' 
dans  le  deuxième  cas, 

(')    Voir,  par  exemple,  un  Mémoire  de  M.  O.  Bolza  dans  V American  Journal 
nf  Malhenialics.  l.  X,  p.  5o. 

(^)   Voir,  à  ce  sujet,  un  Iravail  du  M.  Ilulcliiiuun. 
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(liiiis  II-  tioisioiiie  cas, 

o  —  n "  ' 

(l;ms  le  (juiilrièmc  cas, 

/         2/ 

"      "       "        v/3' 
dans  le  cinquième  cas. 

Dans  les  trois  premiers  cas,  il  n'y  a  entre  les  périodes  (jue  des  re- 
lations singulières;  dans  les  deux  autres,  on  peut  définir  les  périodes 
respeclivciufMil  par  les  équations 

r  =  o  =  2  A ,  h-  —  gi('  =  I , 

u;  ■=!!',        ^h  =  j,        /i- —  gg -^  s,' —  i  =  u, 

(|ni  sont  cncon'  des  relations  singulières. 

On  en  déduira  toutes  les  transformations  univocpics  cherchées  j)ar 
les  formules  qui  vont  être  données  (n"*  25i>,  îi.lT,  240j. 

Le  sixième  cas  est  plus  intéressant  et  complicpié;  nous  le  traiterons 
complètement  à  la  fin  de  ce  travail. 

'iôr>.  Ainsi,  les  surfaces  hypcrclUptiqucs  possédant  des  Irans- 
foi-niations  biralionnclles  ordinaires  en  elles-mêmes  (^autres  que 
les  transformalions  évidentes)  sont  celles  qui  dérivent  des  radicaux 
portant  sur  les  polynômes 

Ax-^  +  Bx-'-hCr-H-D,         x(A.x-»+  Bx--hC), 
A.r*  +  Bx'  -I-  C,         a/'  -+-  I ,  x(x-'  +  I  ),         x''  -y-  I . 

*2.">i.  Transformations  singulières,  —  Il  reste  à  faire  la  même 
élude  [)our  les  transformations  singulières,  ce  qui  revient  à  la  re- 
cherche des  multiplications  complexes  singulières  de  degré  un;  nous 
examinerons  successivcnicnt  les  cinq  cas  de  multiplication. 

*2.">'>.  Surfaces  simplement  singulières.  —  Les  périodes  étant 
liées  uniquement  par  une  relation  singulière, 

g  +  'ih  ^-y^'•'=o, 
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los  nuiUi|)lications  complcxos,  sinp:iilii''i-i's  ou  non.  sont,  à  iiiii-  coii- 
slanlc  addilivc  prc'S,  donnéos  par  les  fortniilos  (  n"  IHÔ) 

(3)  li  =  p//-Y^''-         V  =  T// -t-(  ? -H  37)1-. 

I.i'  dctrrp  o'  ("'laiil 

la  Iranstorinalion  (3)  sera  l)iralii)iinello  si  les  t'iitiors  p  cl  t  soiil  lois 

que 

f  ^  ?p7  -+-  77'^  =  ±  r . 

Dans  le  cas  non  elliptique,  c'cst-à-diie  si  3^  —  4"  n'est  pas  carré, 
celte  équation,  avec  le  second  membre  -i-  i ,  a  toujours  des  solutions 
autres  que  p  =  ±  i ,  tr  =:  o;  pour  qu'elle  en  ait  si  Ton  prend  —  i ,  il 
faut  et  il  suffit  que  la  forme  X- — (  j^'—  4t)  Y-  puisse  représenter  —  4 
(  n°  179).  Dans  los  deux  cas,  il  résulte  des  n"*  l(»î)  et  180  que  toutes 
les  transformations  (3)  sont  des  puissances  dune  seule  d'entre  elles, 
combinées  avec  la  transformation  U  — - —  //.  \  =  —  c. 

Donc,  fautes  les  Iransforniodons  InralionneUes,  ordinaires  ou 
sini(ulit'res,  d'une  surface  hypercUiplique  simplement  singulière, 
i-n  elle-même,  s  obtiennent  en  combinant  une  même  trans/ormatio/t 
du  type  (3),  et  ses  puissances,  aiec  les  transformations 

r  =  c//  -I-  COnSl.,  V  =  £(■-+-  COnSl.  (£=:±l). 

Si  la  surface  est  une  surface  de  Ivumnicr  à  mu  ]iiMiit  do  l;i(|n('llc 
correspondent  les  deux  couples  d'arguments  u,  i  cl  —  //,  —  r,  les 
transformations  birationnelles  précédentes  se  réduisent  aux  puissances 
d'une  seule  d'entre  elles  cl  forment  un  groupe  éiidemment  infini. 
C'est  là  le  premier  exemple  (pii  ail  élé  donné  de  sinface  admettant  un 
groupe  infini  et  discontinu  df  transformations  birationnelles  sans  ad- 
mettre de  transformations  continues;  je  l'ai  indiqué  incidemment  dans 
les  Comptes  rendus  de  l'.iradén/ie  des  Sciences  ch\  premier  semestre 
de  1898;  M.  Painlcvé  a  fait  connaître  ensuite,  dans  le  même  Recueil, 
un  exemple  encore  plus  simple,  qui  correspond  à  un  cas  de  dégéné- 
rescence des  fonctions  abéliennes  en  fonctions  elliptiques. 
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îi.">({.  liriiuiifjuc.  —  l.cs  Iriiiisl'oriiiiilioiis  (3)  sont,  engouerai,  siii- 
giilirics,  car  riiidicc  correspoiulaiil,  K,  est  (  n"  \\)7t )  (T(2p-t-  [ic-)  .1 
III'  peut  être  nul  que  pour  a  =  o  cl  i>.p  -)-  [ïa  --  o. 

Si  0- =  o,  la  n'ialion  p= -t- 3/:t -H  77^  =  ±  i  donne  p  =  dz  1 ,  cl  Ion 
retombe  sur  la  Iransforiualion  U  =  dz  f/,  V  =  dz  t;  si  20  -1-  3a  =  o,  la 
même  relation,  écrite  (2p  +  pa)"  —  (|î»  —  4^)^=  =  ±  1,  montre  que 
riiivariaiU,  [B^  —  4y,  qui  est  cssenlicllemcnl  positif  et  supérieur  à  1, 
«loil  elle  égal  à  '1,  ce  qui  i('pon<l  au  cas  clli])ti(|ue  (\\\  télraédroule. 

\'A\  supposant,  i)ar  exenq)le,  comme  on  en  a  le  droit,  que  la  relation 
singulière  correspondante  soit  »-_  «•'  =  o,  on  trouve  la  Iransforma- 
liou  ordiiKtirc 

IJ  =.  r.  \'  =  //. 

(  )n  (IcNiiil  ell'eclivenient  rencontrer  une  telle  Iransl'ornialion  (n" '25'i;. 
\'a\  (iciiors  de  Tinvariant  f,  les  surfaces  simpleinenl  elliptiques  n'ont 
pas  de  Iransformalions  hirationnelles  en  elles-mêmes  autres  que  les 
transformations  évidentes  :  car,  si  ji' —  .\";  est  carré  parfait,  la  forme 
s-  -f-  pOT  ■+■  yr"  ne  peut  représenter  4-  i  que  pour  a  =  o,  p  =  i  i ,  cl  elle 
ne  peut  représenter  — i  (pie  si  p^—  'Jy  =  4,  avec  2p-4-  pa  =  o:  C7  =  zt  i. 

'i."»?.  Surfaces  doublement  singulières.  —  Los  périodes  élaul 
liées  uniquement  par  deux  relations  singulières  réductibles  (n"  liiii  ) 

aux  foinios 

// '  -  A'A'  ■  =  '/,       a  -  +  ;;;//  +  ^ -'  =  w, 

les  Iransformalions  biralionuelles  en  ollos-mémos,  ordinaires  ou  sin- 
gulicres,  de  la  surface  correspondante  sont  données  par  les  formules 
du  n"'i(M) 

)    L  =.  ,/|  0    +  aa  -  +  (  ?a  -  -)//]  +  c|      -  Yp  +  T-  +  yy/,  |. 
(   V  =  u\  y.p  -+-  acrA  +  (  ^cr  -  -)-;■']  +  r|  0  H-  [ip  -h  t//  -h  -;'jg'  |, 

où  0,  a,  p,  T  sont  des  entiers  arbitraires,  tels  seulement  que  le  degré  de 
la  multiplication  soit  l'unité,  c'est-à-dire  (n"  202)  que 

0^'  +  0 { ^p  +  cua)  4-  ayp^  -  ay  d'y'  -+  (  ^a  -  t)  (  wp  +  ^/t)  =  d=  i  . 
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Colle  équation,  si  Ton  pose,  comiiie  an  n"  *i08  : 

(t)        i  =  2O -4- ;î; -f-(ocr,  r,  =  2i:-;Î7,         l  =  '^''-\%y, 

s'écrit 

(6)  ;^-  -  dr,^  -  o.oizr,  -  Ac=  -h  (dl  -  w^  )7-  =  dr  /|. 

On  est  ainsi  ramené  à  la  résolution  en  nombres  entiers  d'une  é(|ua- 
lion  évidemment  satisfaite  pour  une  inlinité  de  valeurs  de  i,  r,,  p,  (j; 
car,  par  exemple,  elle  se  réduit  à  une  érjuation  de  l'ell  pour  y;  =  7=10, 
si  l'on  prend  -1-  4  au  second  membre. 

Nous  n'en  connaissons  pas  la  solution  j^énérale;  les  résultats  du 
n"  208  montrent  que,  si  l'on  en  a  deux  solutions,  ^,  v],  c,  7  et  H  , 
Y)',  p',  (t',  on  en  obtiendra  une  troisième,  ^",  y;",  p",  1",  par  les  for- 
mules (3i)  de  ce  numéro. 

'J.'îS.  Rcniaifiuc  I.  —  Parmi  les  transformations  précédentes,  celles 
(|ui  sont  ordinaires  rentrent  dans  l'un  des  deux  cas  (n°20.'>), 

p;=r,  —  o         et         ^  =  T  =  o; 

on  reconnaît  aisément  qu'elles  correspondent  à  des  cas  ellipti(|ues  de 
tétraédroïde,  comme  cela  doit  être  (n"  2.Vi). 

'2ÔÎ).    Ri'matqiU'  Il .    —  f^es  multi[)licalions  «pu  répondent  à 

2O  4-  ^p  +  WC7  =  o, 

c'est-à-dire  à  ^  =  o,  ont  été  rencontrées  au  n"  20iî.  Pour  (|ii"il  eu 
existe  de  degré  un,  il  faut  cpie  l'équation 

(--  )  -  '/f,'—  •>-topr,  -  Ap»  -f-  (ill  -  (o-  W''  =  ±  \ 

ail  des  solutions  entières  en  r,,  p,  n,  telles  ([ue  r,  +  ^t  soit  [)air;  alors 
on  voit  de  suite  que  pp  -f-  cut  est  éf^alemcnt  pair,  et  les  équations  (5), 
où  ^  =  o,  donnent  des  valeurs  entières  pour  0  <M  t. 

Le  carré  d'une  de  ces  niidtiplications  (n"  20ÎM  est  la  mulliplicalion 
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ordinaire 

£  étant  ±  I  selon  que  le  second  membre  de  f  7  )  a  été  zp  \. 

Il  en  résulte  (|ue  si  l'é(jualion  (7)  a  des  solutions  entières  de  la 
nature  indi(juée,  le  second  membre  étant  éjjfal  à  —  4,  le  carré  de  la 
transformation  birationnelle  correspondante  (f)  sera  la  transformation 
unih'',  c'est-à-dire  que  la  transformation  birationnelle  est /Vao/M^«Ve. 

Sur  la  surface  de  Kummcr,  où  un  même  point  répond  aux  argu- 
ments //,  1-  ei  —  //,  —  i-,  on  a  aussi  des  transformations  involutives  en 
prenaiil  le  second  luembrr  de  (7  )  éii:al  à  -+-  \. 

iiiO.  Surfarrs  Iriplcint-nl  .singulières.  —  Elles  possèdent  égale- 
luenl  (les  transformations  biralionnelles  qu'il  serait  aisé  de  trouver 
toutes,  en  suivant  la  uièinc  marche  (pie  dans  le  cas  précédent. 

2 il.  Autrr.s  .surfacr.<;  po.ssrdant  des  multiplications  complexes. 
-  Ce  sont  celles  qui  correspondent  au  (lualrième  et  au  cinquième  cas 
de  multiplication  conq)lexe;  il  n'y  a  entre  les  périodes  qu'une  seule 
relation  sin^^ulicre,  et  une  ou  deux  autres  non  singulières;  nous  trai- 
terons simultanément  tous  ces  cas  par  une  métliode  diiïérente  de  celle 
qui  précède. 

So\l  g -\-'^^h  +  -';g' =  o  la  relation  singulière  unique  qui  lie  les 
périodes;  considérons  une  transformation  birationnelle  de  la  surface 
en  elle-même 

(T)  U  =  A«-|-ar,  \'=A'«  +  a'i-, 

c'est-à-dire  une  transformation  de  degré  un,  conduisant  des  périodes 
g,  A,  g  aux  mêmes  périodes.  Si  /et  /.  sont  .■^es  deux  indices,  on  aura 

(«)  /-•-f-fi/./-|-yA==+,. 

Ellecluons  mainleiiant  deux  fois  de  suite  la  transformation  T;  nous 
obtenons  une  transformation  T-,  et  poin-  ses  indices  L  et  K,  les  for- 
mules (29)  et  (io)  du  n"  1  18,  où  l'on  fait 

/,  =  /,  /.,  =  /.,  1J,  =  H  =  ^,         A  =  i,  =  ^3-'-4Y, 

Journ.  de  Valli.  {'3'  scric),  lonic  VI.  —  l'use.  III.  1900.  '(9 
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(loniiiMit 

2K  =  /.(:'/+ ^A)  +£, 7.(^2/ +  ^A;, 

-,  «.'tant  ±  I,  selon  qu('   V  csl  droite  ou  j^anclie. 
On  trouve  ainsi,  pour  s  ^  -+-  i  : 

K  =  A(i/-^ -JA), 

L==/^'-7A-; 
pour  î  =  —  I  : 

K,  =  o, 

L.  =  1, 
en  tenant  compte  de  (8).  On  vérifie  également  cpie 
(9)  L=4-?M>-7K---  +  ,. 

'li'l.  Plarons-nous  dabord  dans  le  cas  de  £  =  +  i,  et  supposons, 
pour  lixer  les  idées,  que  la  partie  imaginaire,  g,,  de  ^  soit  positive; 
les  fonctions  intermédiaires  singulières  d'indices  L  et  K  sont  celles 
ipii  vérifient  : 

z,(u  -4-1,1)  —  Ç'(",  i'-+-  i)  =  o(//,('), 

o(m  -h  //,  r  -1-  g')  =  z,(i/,  i-)r--'l-*^"  -."•'?")'•)+•''. 

I>n  vcriu  de  (9),  pour  v  et  v'  donnés,  elles  se  réduisent  <  I.  n"  28  )  ii 
une  seule  d'entre  elles,  o(»,  i),  à  un  facteur  constant  près,  l'our 
«ranlres  valeurs  de  v  clv',  les  fonctions  intermédiaires  d'indices  L  et  K 
se  réduisent  évidcmmenl  (à  un  facteur  près)  à  o(  //  +  <•,  r  4-  r'),  les 
constantes  c  et  c'  étant  convenablement  choisies. 

Cela  posé,  soit  ~(m,  r)une  fonction  ihèta,  d'ordre  un,  |)aire;  lorsque 
I  ,  \  (li'crit,  sur  la  surface  considérée,  la  courbe  ~(l  -i-c,  V -i-c  )  =  o, 
le  pf>int  //,  r,  qui  lui  corrospoiid  uni\oquri))rnl  par'ï'^,  décrit  (n"  IGi) 
la  courbe  o(</ -(- c,,  r -H  c',)=  o;  cl  réeiprof|uement,  si  //,  rdécrit 
c(m  -(-  r,,  c  -t-  c\)  =  o,  r,  et  c\  étant  des  constantes  qui'lconcpies,  \\  \ 
décrit  Sr(U  -4-  r,  V  4-  '■')  =  o. 
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Considrioiis  iiiaiiilciiaiil  la  liaiisfoniialioii  (!<•  la  siirfaci'  on  fllc- 
iiiôiiu' 

'^^  i  V  =  /.//  + (7+ ^A)^'. 

Kllccsl  hiralionnolle  (n"  2.">i»)  «mi  vcrlu  de  (8),  et  ses  indices,  .aï- 
eules au  n"  195,  soul  préciséiueiil  L  el  K  ;  d'après  ce  qui  précède,  si  ii,  r 
décril  9(  «  4-  c, ,  r  -+-  c',  )  =  o,  le  point  L',  \',  <|ui  lui  correspond  par  S. 
décrira  x(\''-^-  r.,,  V'-i-  r'.,)—  o. 

Par  suite  la  Iransl'ornialion  T'-S"'  fail  correspondre  point  pai- i>oinl 
les  deux  courbes 

l  I  o  )         .'n  I  '  +  '•,  V  -+-  (■')  —  o.  p(  U'  ■+-  c.,,  V  -f-  r'.,)  =  o; 

elle  est  donc  ordinaire  et  d'ordre  i,  puisqu'elle  fait  correspondre, 
à  une  fonction  thêta  une  fonction  ihèta  de  même  ordre  (n"  Kîij. 

I'"a  d'autres  termes,  rn  dehors  des  six  cas  spéciaux  siscnalrs  tni 
1,"  *i.Vi,  la  iransforniation  T-S"'  doit  se  réduire  soit  à  la  substitu- 
tion unité,  soit  à  la  substitution  «pii  ne  fail  que  chaui^cr  les  signes  des 
variables  ('  ). 

Sous  une  autre  forme,   la  substitution  '!'-  doit  être   idcntupie  à   la 

substitution 

/  L'  =  lu  —  y/if, 

*^"^  (  V  =  A«  +  (/  +  fiA)'-, 

ou  à  celte  même  substitution  dans  laquelle  les  signes  de  /  et  A  serai<-nt 
simultanément  changés. 

243.  Supposons  mainlenanl  i  —  —  \\  la  transformation  T-,  qui  a 
pour  indices  L,  =  i  ctK,  =  o,  est  07-rfmaj>e;  si  donc  l'on  exclut  encore 
les  six  cas  du  n°  232,  T-  devra  se  réduire  à  la  substitution  unité  nu 
à  la  substitution  U  =  —  «,  V  =  —  i-  (-). 


(')  Si  Ton  est  dans  un  des  six  cas  spéciaux,  T'S-'  devra  se  réduire  à  une  des 
iransformations  univoques  ordinaires  de  la  surface  en  elle-même. 

C)  Dans  les  six  cas  spéciaux,  T-  devra  se  réduire  à  une  des  iransforniation? 
univoques  ordinaires  de  la  surface  en  elle-même. 
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2ii.  Exprimons  diihoid  que  T-  esl  identique  à  (  i  i):  on  a.  en  |>;ir- 
lant  de  (T)  : 

,'  /  =  A-      -f-  11.1',  A  =  A' (A  4-  a), 

(12)  '  V  . 

^      ^  (  -  vA-  =  a(X  -1-  a'),  /  +  ^A-  =  a-     ■+-  uA'. 

La  quantité  Acst^o,  sinon  la  transformation  (T)  serait  ordinaire, 
et  l'on  retomberait  dans  un  des  six  cas  exclus;  alors  A'  est  aussi  ^o,  et 
les  équations  (12)  donnent 

_  f,  -  ?l"- 
ni'      ' 

a  =  —  yA', 

,  _  /.■  -(-  ?X'^ 


' 2).' 

Quant  à  A',  il  satisfait  à  l'équation  bicarrée 

(.3)  A'(;i^-4T)-  2A=(-2/-f-?A)  +  A-=^o, 

qui  donne,  à  cause  de  (8), 

La  transformation  (T)  est  ainsi 

(    ^    =  A  M  +         ^/,       C', 

X'  élanl  défini  par  (1  \). 

Lcrivons  que  c'est  une  transformation  faisant  correspondre  à  i/,  i 
un  seul  point  U,  V;  nous  avons  en  particulier  (n"  157),  les  a,  étant 
des  en  tiers, 

(i5)  '^ 

f  A'  =  </,  4-  a  Ji  -+■  (t.y>!', 

d'où 
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Comme  A-  est  une  tViKlion  (  i 'i),  c'csl  là  une  relation  singulière 
entre  g,  h,  g',  qui  doit  èlrc  iiiic  conséquence  de  g-h'^/i  +^[f('=  o, 
ce  qui  donne  en  particulier 

a,(pA'= -/.)  =  «. '-iyVS 

a, 'il-  =  r/,,('3A"4-  /.). 

On  en  conclut  quca^  =  <■/,  =  o,  carie  déterminant  X'*([i^  —  /p;)  —  A'^ 
ne  peut  être  nul. 

S'il  était  nul  en  elTot,  on  aurait  par  (i3) 

et  en  écrivant  que 
on  trouverait 

résultat  conlradiclolre  avec  l'iiypollièsc  (8). 

Alors,  rt.  cta.T  étant  nuls,  les  é([uations  (i.))  montrent  que  A'  et 

;^(7i  —  ^A'-)  sont  entiers;  en  a|)pelant  p  celte  dernière  quantité,  la 

transformation  (T)  s'écrit 

U  =  pu  —  Y>^'t') 

V  =  A'w  +  (p  +  ÎÏA')c, 

A'  cl  p  étant  entiers.  On  vérifie  de  plus,  en  tenant  compte  de  (8)  et  (i  4), 

que 

f-+;iA'p  + yA'-  =  ±i. 

Dans  ces  conditions,  (T)  est  une  des  transformations  connues  qui 
dérivent  de  l'existence  de  la  relation  singulière  g -h '^/i -h  \g' =  >i 
(n"  23i5),  et  la  surface  considérée  n'admet  pas  d'autres  transformations 
univo(pies. 

2iiî.  U  reste  maintenant  à  reconnaître  si  T-  peut  être  idenli(]ue  à 
la  substitution  V  ~  iu,\  =  iv,  (£  =  ±  i);  il  faut  pour  cela  «pie 

i  =  A-  4-  aA',  o  =  A'(  A  +  t^'), 

G  =  jj.(  A  -f-  u.'),  £  r=  J/.'-  -f-  U.A'. 
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l>o  là  Houx  liypotlii'ses  : 

1"  u.  =  A'  =  o  ;  (Ini'i  A*  =  u.'-  =  £  ; 

l.i  iransforniatidii  (T  )  sérail  alors 

U  =  ±:  //.  V  =  ±  c, 

ou 

U  =±  ///,         \  =  ±  A-. 

Dans  co  dernier  cas.  il  taiil.  [lonriiuà  un  [loiiil  //.  r  corresponde  un 
si'ul  point  l   ,  \  .  (pu- 

/  =  a„  -f-  a^sï  -+-  a./i,         o  =  «,  -f-  o^//  +  a.,g', 

les  a  étant  entiers;  comme  il  n'v  a  pas  de  relation  singulière  entre /< 
et  g'  seuls,  a,  =  «a  =  «0  =  0  et  «„,  égal  à  /,  ne  peut  être  entier.  On  ne 
trouve  donc,  dans  cette  hypothèse,  que  les  transformations  évidentes 

U  =z±  H,  \  =  ±  i-. 

2"  A  -H  u'  =  o,  A"  4-  aA'  =  £. 

Alors  les  relations 

A  =  a„  4-  rt ,  1'  -hct./i,  a  =  /'„  -I-  /':,  i'  -)-  /'^  /« , 

A'  =  ff,  -(-  rtj//  -i-  r/oi;  ,  —>.=;/<,  4-  //Ji  -+-  l>.,ii\ 

donnent 

"i,  -^   />,   -i-  f'.i.i''   -^  /'  l'ï..  -1-  '':.)   +  ^'-,-      =   O. 

Il  suflit  luainlenanldesereporter  aux  équations  (^  A).  (  I!).  !.<■;.  (  l>.) 
de  la  multiplication  complexe  et  aux  formes  (7)  du  n"  189,  pour  re- 
connaître (pie,  grâce  à  celte  relation,  (A),  (15),  {()),  (D)  deviennent 
singulières;  en  d'autres  termes,  la  transformation  considérée  n'im- 
plique entre  les  périodes  que  des  relations  singulières,  et  comme  a,  //. 
ir'  ne  sont  supposées  liées  que  par  une  relation  de  celte  nature,  la  traus- 
formalion  (T  )  «n  dérive 
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2i6.    La  coiu'liisioii  (le  loiilc  celle  iiiialvsi'  est  la  siiivaiilo  : 

Dans  le  cas  ilc  niiiULpiicatioit  coDiplcxi-  oii  les  périodes  sont  lit'i's 
par  une  rrlalioii  siri^ulii-rc  et  une  ou  deux  autres  non  sin<j;ulières, 
Ifs  surfaces  liypercUiptiques  correspondantes  ne  possède/it  pas 
tT autres  transformations  univoques  en  elles-mêmes  que  celles  déri- 
vant de  la  relation  sinf!;ulière  et  étudiées  au  n°  23o. 

Il  laul  N  joindre  naliii'elleiiK'iil  les  liaiislDiinalions  lialiiliielles 
U  =  ±  «  -f-  r,  V  =  ±  )•  -»-  c'. 

Les  seuls  cas  d'exception  possil/lrs  sont  les  six  cas  du  n°232,  qui  onl 
élé  explicilcmenl  réservés  aux  n'"  *2i2,  2i.">  el  24-i;les  cinq  [)remiers 
u'iniplitjucnt  entre  les  périodes  que  des  relalions  singulières  el  sont 
compris  dans  les  formules  générales  des  n"'*  235,  237  et  240;  il  reste 
seulement  à  examiner  le  sixième,  et  tout  d'abord  à  reconnaître  quelles 
relations  il  suppose  entre  les  périodes. 


Étude  du  cas  hyperelliptique  dérivé  du  radical  \.r^+i. 
2i7.   On  trouve  aisément  pour  les  périodes,  en  posant 

les  valeurs 

^  =  o)-  —  oj'',        A  =  —  (  I  +  eu'-),        !'■'  =  —  co',        //-  —  i'_i,''  =  —  w  '  ; 
d'où  la  relation  singulière  d'invariant '-/«y 

Faisons  sur  les  périodes  la    transformation  ordinaire  du    premier 
ordre  délinie  par 

«,,  =  /;,  ^  Cj  =  —  d„  =  I , 

tous  les  autres  a,,  h,,  e,.  <■/,  étant  nuls;  on  trouve,  en  apj)elanl  (  i.  1 1.  (  i 
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les  périodes  nouvelles 

"  ."  s 

liées  par  la  rclaliaii 

G  +  n-G'-i=o. 

Prenons  pour  périodes  les  quantités  (i,  H,  G' -f-  i  que  nous  dési- 
gnerons par  n^,  //.  i',  —  ces  lettres  n'ayant  pas  la  même  significalion 
que  plus  haut,  —  il  vient 

t't'  .    I   -r-  <u-  ,  —  I 


^   =  //   -t-    -'• 

On  vérifie  ensuite  que  Ji  et  g'  sont  liés  par  les  deux  équations 
à  coefficients  entiers 

(  2  a' Il  -t-  //-  —  :.''  —  //  =  o, 

elles  sont  du  Ivpe  du  n"  230,  où  Ton  aurait  posé  (puisque  c=^  i) 
n  —  o,         p  —  i,  /•— —  I,  7  =  o,  .v=o,  s' —  \ . 

Nous  sommes  donc  placés  dans  le  dernier  cas  de  multiplication 
complexe,  l'invariant  de  la  relation  singulière  (ici  5)  étant  impair 
(et  non  carré). 

*liH.  Pour  rechercher  toutes  les  Iransformations  nnivoipies  de  la 
surface  correspondante,  on  |ieut  raisonner  comme  il  sint  : 

Soit  T  l'une  quelconque  d'entre  elles,  d'indices  /  il  A  .  .le  dis  (pio  1  Du 
peut  trouver  deux  entiers  p  et  a-,  tels  que 
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Olii  ic\icMt,  en  ell'i't,  il  iliii-  iiin-  la  Mihsliluliuii 
U  =  /,/  -  y/.T, 

où 

/'+,''i/.7  +  Y/r=  +  i. 

csl  le  Cil  Ml'  (111110  SliljslilUlioii  (le  iiirino  folllic 
Ij  =  eu  —  rTC, 


où 


V  =  7;/  +  rc +  ?7)r, 


(".oiiuiic  !ii  forme  .r- +  (ï-ry  +  Y.>'',  ici  .r- —  ,t;y  —  )-,   jx/iil   icpiv- 
sonlcr  —  I ,  lii  proposilioii  a  élé  étiihlic  au  n"  ISO. 

Lii  Iransformalioii  T  cliaiijje  une  fonclioii  llirlii  ddidre  un. 

&(U  +  r,  V +  (•')> 

en  une  fonction  inlerinéiliairo  sinf;ulière  o(m  +  c,,  r  -i-  r,  ),  d'indices 
/  el  /,  ;  la  liansforniation  (S)  produit,  en  raison  de  (17),  un  chani^c- 
luenl  iinaloguc  (n"  *Ii1).  On  en  conclut,  comme  au  n"  *ii2,  que  TS' 
est  une  des  transformations  o/T////a//('s  de  la  surface  en  elle-même  ((mi 
comprenant  dans  celles-ci  l  =z±  u,  \  =  ±  c).  Eu  d'autres  ternies  T 
est  le  produit  d'une  transformation  univoque  ordiuiiire  par  S;  d';ulleuis 
S,  qui  est,  d'après  sa  forme  même,  une  des  Iriiiisfoniuilious  uiiivoques 
dérivant  de  l'existence  de  la  relation  singulière  i;  —  li  —  i'  =  o,  est  une 
puissance  d'une  certaine  transformation  I,  (  n"  2."o),  de  sorte  que 
l'on  ol)tient  toutes  les  transformations  birationnelles  de  la  surface  eu 
elle-même  en  faisant  suivre  une  Iriuisforiiialion  univoque  ordinaire 
d'une  puissance  de  ï,. 

Cette  transformation  1,  se  trouve  aisément,  c'est 

(  r  =  i-. 
(^■>  (V  =„-,.. 

Journ.  de  Malh.  (V  sùric),  loiiie  \I.  —  Fasc.  III,   xjoa.  ^O 
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'iiî).  (".Iiorchons  maintenant  les  transformations  ordinaires  <lc 
degré  nn.  A  col  cITcl,  reportons-nous  au  n"  229  ((ui  donne  les  entiers 
raracléristi<|ues  des  multiplications  complexes  dans  le  cas  (|ui  nous 
Dccupe;  nous  devons  faire  dans  ces  formules 

//  =  O,        p  =:  [  ,        /•  =  —   r  ,        /y  :=  O,        .s  =:  O,        .v'  =   I  ,        C  =  I  ; 


2,  A„  =  (-3  — À,  —  a,, 

/>,  =  C.—  A.., 
b.,  =  Uj, 

—  df,  =  A.j-1-  u-j, 

-  d,  =  Aj, 
«2  =  Cj, 

Les  Co,  C3,  Xj,  uLo  sont  des  entiers  arbitraires;  il  faut  exprimer  maia- 
Icnanl  que  la  multiplication  esl  ordinaire  et  de  degré  un;  c'est-à-dire 
que  SCS  indices  /  et  k  sont  respectivement  db  i  et  o.  Or,  d'après  la 
théorie  générale  de  la  transformation, 

/=;  (ad)n^  +  {a<l),i,         h  =(ac)o,-i-  (ctc),i- 


('.>■= 

'••  -+■  c,  - 

2  A. 

«.= 

r,,  —  A.,- 

V-iy 

cr,  = 

A„ 

a,= 

A,  +  a,, 

-  (-0  = 

A„ 

-c,= 

\>-2, 

(•,  = 

C-i, 

<^3  = 

C3, 

() 


n  a  amsi 


Î±  1  =  2CJ-^2CoC3-^-c^  —  Cjf  3Aj-4-  21X3)  —  c,('îXj+  u,)  +  2  Alî  +  iX^aj-l-  uiij, 
o=cl-\-2C2c^        —  c,(/>.Aj-f- 2U.3)  — C5(   X.j-1-u.jW    X^-h  aX;,(ji.j. 

l'osons  2C.,  —  X,  —  [Jij  =  .r,  ac,  —  Xj  =j-,  retranchons  les  deux  écjua- 
tions  (18)  membre  à  membre  et  conservons  la  seconde,  il  vient,  £  dési- 
gnant ±  1  : 

'\  £  =  ./;'  -¥-  y-  -f-  2  a!;  —  •'.  Xj  ULj  -r  la!;, 

o  =  ./;*  -t-  2.'j  -t-  X-'  -(-  /|X;,  U..J  —  aij. 
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l/i'-liiiiliialiiiii  (le  >'(l()imr,  en  ./■,  l'i''(|ii;ilioii  hicaiTOC 

;)  .V '  -I-  :>.  x'^  [  ;■)  X\  +'-'>\K—  ^  '  |  +  ( '>^\  -H  'l  '-i  \'-i  —  lK)'~  '^^ 

l,"(''([ii;illi>ii  m  ./;-  doit  avoir  ses  racines  réelles;  leur  |)ro(liiil(!'liml  ><>, 
la  soimiie  doil  être  >  o  j)oiir  (jw'il  y  en  ail  an  moins  nne  |)osiliv<';  doue 

ce  ([ni  exige  £  =  -t-i,  de  pins  "k.,  et  pi,  no  ponrront  prendre  (\uo,  les 
\alenrs  o  et  ±  i ,  et  de  telle  sorte  (jnc  5(Xî;  -h  ix'i)  soit  <^  o.  On  a  «loue 
à  envisager  les  hypothèses  snivantes  : 

i"  Xo  =  uLj  =  o;  ce  rpil  donne  j;  ^  o,  j  =  ±  2,  Cj  =  o,  c^  ^±  i  el 
la  Iransl'onnalion  correspondante  est 

U  =  ±u,         V  =  ±f; 

'.>.°  Xj  =  o,  [jLo  =  £,  d'où  X  =  -q,  y  ^=^  o,  en  posant  £  =  ±  t ,  •/]  =  ±  1 , 
et  par  snile  :ir'.,  =  £ -f-y],  c.;,=:o.  La  transformation  correspondante  est 

\'  =    ^î-^  -hi/Ai/  -{-  tg'i-  ; 

3"  A^  =  £,  1X2  =  o,  d'on  .r  =  •/),  JK  =  —  "l?  2C;,  =  £  +  '^j  2Cj  =  £  —  ■/], 
el  la  translormalioii  correspondante  est 

U  =  [    -    £     +   £  o-  +   ,/;     I    „  -+-  1^  IZli   +   .^J  ,.^ 

2oO.  On  vérifie  sansdil'licullé  (juc  loulcs  ces  éfjualions  donnent  dos 
transformations  univocjucs,  qui  sont  des  puissances  de  la  transfor- 
malion 

/  —  U  =  "v/  -4-  h  V, 

en  V    / 
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foinltiiu'cs  avec  U  =  —  //,  \  —  -  f.  D'iiilliiii  -  lu  ciiKniiriin'  jniissaiici' 
«le  cello  transformalioii  est  riiiiilt'.  coimiH'  mi  le  ivconiiail  aisciiieiil  : 
loulcs  CCS  vérilicalions  se  font  en  tenant  coniiile  ries  relations  (  iG) 
entre  a:'  el  /*  et  de  g  =  A  -f-  g'. 

r.n  d'autres  ternies,  les  Iransfornialions  ordinaires  si- léduisini  à  im<- 
transformation  ï,  de  période  ci/irj,  et  à  ses  puissances  T-,  T',  T',  coni- 
hinées  avec  l  —  —  it,\  =—  \  \  et  linaleuient,  eu  vertu  du  n"  liiX,  si 
l'on  désiîïne  toujours  par  S,  la  substitution  l  =  i-,  \  =  it  —  e,  toutes 
li>s  transformations  i)iralionnelles  de  la  surface  considérée  eu  elle- 
même  sont,  au  sitjne  près,  et  à  des  constantes  addilivesprès,  comprises 
ilaus  la  toriuuli- 

T"'l'.'. 


///  et  n  étant  entiers  et  m  posilil'el  plus  petit  (pie  r>. 
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Si/r  r iiiti'i^ratlon  des  é(//ioti(>ns  linraircs  aiiv  dérivées 
partielles  ; 

Par   m.    J.    LE    ROUX. 


1.  Les  é(jualioiis  aux  dt-tivros  partielles  du  premier  ordre  et  les 
é(|uationH  linéaires  à  deux  variables  indépendantes  dun  ordre  quel- 
lonque  peuvent  être,  en  général,  intégrées  coniplélenient  quand  on 
en  connaît  une  ou  plusieurs  intégrales  particidières  satisfaisant  à  des 
conditions  déterminées.  Les  formules  que  j'ai  données  dans  mon 
Mémoire  sur  les  équations  linéaires  (')  comprennent  autant  d'inté- 
grales particulières  qu'il  y  a  de  caractéristiques;  mais  les  familles  de 
fonctions  caractéristiques  ne  constituent,  en  général,  (|ue  des  branches 
dillércntcs  d'une  même  fonction  analytique;  il  en  résultera  que  les 
intégrales  considérées  se  déduiront  de  l'une  d'entre  elles  par  la  même 
transformation  qui  permet  de  passer  de  la  caractéristifpie  correspon- 
dante aux  autres  branches  de  la  même  fonction.  Les  cas  où  les  inté- 
grales sont  réellement  dillérentes  peuvent  donc  être  considérés  comme 
exceptionnels. 

(".'est  sous  le  même  point  de  vue  (pie  nous  envisagerons  encore  dans 
ce  travail  le  problème  général  de  rinlégralion.  .Nous  chercherons  à 
déterminer  un  nombre  limité  d'intégrales  particulières  dont  on  puisse 
déduire   toutes   les  autres  par  un  certain  mode  de  génération.  Nous 

^')  Journal  de  Malhvmali'iues.  l.  1\',  ")'  série;  189S. 
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donnons  à  ces  intctrrales  cliMucntaircs  le  nom  (Vlntrgialcs primitÏKrs 
ou  principales  do  IVvjualion  considérée.  Ce  nom  (.Vinlcgralc  prinii- 
tiic  rappelle  leur  propriété,  présentant  une  certaine  analogie  avec 
celle  des  éléments  primitifs  d'un  domaine  algébrique.  Pour  les  équa- 
tions du  premier  ordre,  les  inlcgralcs  complètes  consliluenl  dos  inlr- 
grali's primitives.  Dans  les  é(iiiali()ns  linéaires  du  second  ordre  à  doux 
variaMos  indépendantes,  roxomple  le  plus  sinq>lc  d'une  intégrale 
primitiic  est  colle  que  M.  Harboux  a  obtenue  par  la  généralisation 
d'une  idée  de  Riemann  (').  Nous  avons  fait  voir  qu'à  côté  de  celle-là 
il  en  existe  une  infinité  d'autres  dont  la  détermination  dépend  d'une 
fonction  arbitraire  dune  variable,  et  nous  avons  étendu  cette  notion 
au  cas  des  équations  linéaires  d'un  ordre  quelconque  à  deux  variables 
indépendantes  (-  ). 

C'est  donc  la  même  notion  dos  intégrales  principales  et  le  inénu' 
mode  de  représentation  que  nous  étendons  aux  éjpialions  linéaires  à 
plusieurs  variables  indépendantes.  Il  était  à  présumer  qu'une  généra- 
lisation de  nos  méthodes  permettrait  d'intégrer  à  l'aide  de  solutions 
convenablement  choisies  les  é<piations  linéaires  les  plus  générales;  la 
difficulté  consistait  à  trouver  sous  quelle  forme  on  devait  cIToctuor 
cette  généralisation.  Los  équations  à  deux  variables  difTèront,  en  elïot, 
des  autres  j)ar  une  propriété  inq)ortanto  :  c'est  (pie  les  tangentes  carac- 
léristi(pies  (pii  passent  en  un  point  y  sont  séparées  comme  les  asym- 
ptotes d'une  courbe  algébrique,  tandis  que  dans  l'espace  à  plus  de  deux 
dimensions  on  a  à  considérer  des  systèmes  continus.  Par  conséquent, 
les  propriélés  basées  sur  cotte  continuité  se  trouvent  en  quelque  sorte 
masquées  dans  les  écpiations  à  deux  variables. 

Nous  ramenons  l'inlégration  d  une  é(pialion  linéaire  d'ordre  f[uol- 
conquo  à  n  variables  indépendantes  à  la  détermination  d'une  intégrale 
complète  de  l'équation  des  caractéristiques  et  au  calcul  d'une  ou  plu- 
sieurs intégrales  particulières  primitives  correspondantes. 

La  connaissance  de  ces  deux  éléments  permet  de  représenl(>r  toul(>s 
les  solutions  do  l'équation  considérée  par  dos  intégrales  à  {n  —  i)  di- 
mensions et  à  limites  variables. 


('  )  Darboux,  Leçons  sur  In  théorie  générale  des  surfaces,  t.  II. 

(')  Annales  rie  i  licole  Normale  ;  iSg.ï.  —  Journal  de  Malhémaliques;  1898. 
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Noire  mêlliodc  peut  se  trouver  en  défaut  dans  les  cas  de  caractéris- 
tiques multiples;  cependant,  la  {,'randc  },'énéralité  des  résultats  obtenus 
permet  d'espérer  (ju'il  sera  possible  de  Tadapter  à  tous  les  cas  à  l'aide 
d'une  léj^'ère  inodilication. 

Si,  j)artaut  de  nos  formules,  ou  \(  ni  déleriiiiui-r  les  élénniils  ipii  y 
lij^urcnt  de  mauirri'  à  satisfaire  à  certaines  coudilions  initiales,  on  est 
conduit  à  un  problème  d'inversion  d'intégrale  multiple.  Nous  avons 
traité  ce  problèun-  cnniiilricmenl  dans  un  cas  sim|)lr  d  nous  avons  été 
ainsi  conduits  à  une  géaéialisation  intéressante  de  la  notion  de  la 
dérivée. 

2.  Surfaces  et  couihes  caracléristique.s.  —  Les  |)ropriélés  sui- 
k'S(pielles  nous  aurons  à  nous  appuyer  présenlenl  en  (juelque  sorte  le 
même  caraclère,  (piel  que  soit  le  nombre  des  variables  indépendantes, 
piiinvu  (piil  (ir  passe  deux.  Nous  en  profiterons  pour  simplifier  à  la  fois 
le  laiigaj^e  et  li'  caliul  eu  nous  bornant  au  cas  de  trois  variables. 

Considérons  unr  écpiation  d'ordre  m  à  trois  variables  incb'-pen- 
dantes  j\,  y,  z. 

(:)  A(>/)^>>;A,,p,,-'^;^^yj^^  =  o         (o<a+!i-t-Y<m). 

Nous  devons  commencer  pai'  étendre  à  celte  écpialion  la  notion  des 
caraetérisli(|ues.  (^omme  le  fait  remarquer  M.  (  Joursal  (  '  ),  celle  exlen- 
sion  peut  se  faire  de  diirérentes  manières  suivant  la  propriété  (pie  l'on 
envisa|^^^ 

Cependant,  la  délinilion  la  plus  nalurelle  est  celle  ijuc  l'on  déduit 
du  tliéorcmc  de  Caucby  généralisé,  comme  l'a  fait  M.  Beudon  (^).  Ces 
considérations  sonl  d'ailleurs,  au  fond,  équivalentes  à  celles  sur  les- 
(pielles  s'est  appuyé  HiicUlund  (•')  pour  la  définition  des  multiplicités 


(')  Leçons  sur  l'intégration  des  éijtialions  aux  déri\-<}es  partielles  du  second 
ordre,  l.  II,  p.  33o. 

(')  Sur  les  singularités  des  éijuations  aux  dérivées  partielles  (Comptes 
rendus,  l.  CXXIV);  Sur  les  caractéristiques  des  équations  aux  dérivées  par- 
tielles {liulletin  de  la  Société  Mathématique,  t.  XW). 

(')  Malhematisclien  Annaten,  (.  XIII,  p.  4ii. 
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raraclcristi(jucs.  Nous  appollt-rons  donc  surfacrs  cararlrrisliqi/rs  do 
l'cqualion  (i)  celles  pour  losciuellcs  le  ihcorème  de  Cauchy  est  en 
défaut  ('). 

Soit  o(  .r.  j', -)  =  const.  ré(|ualion  de  l'une  de  ces  surfaces;  la  fonc- 
tion o  satisfait  à  l'équation  au\  dérivées  partielles  homogène  du  pie- 
Miior  ordre  et  du  n"""  déféré. 

Nous  appellerons  yb«c//o«,ç  caractéristiques  celles  (pii  satisfont  à 
l"é(iualion  aux  dérivées  partielles  (2)  et  qui,  par  conséquent,  restent 
constantes  sur  des  surfaces  caractéristiques. 

Désignons  par  F  (  j^.  ^>  -ï^  )  le  premier  membre  de  l'équation  (^-i) 

et  considérons  les  dérivées  partielles 


Si  ces  dérivées  partielles  sont  constamment  nulles  sur  la  sur- 
face ç(a:,y,  -)  =  k,  nous  dirons  que  c'est  une  surface  caractéristique 
singulière;  si  elles  sont  constamment  nulles,  quelle  que  soit  A,  et  cela 
sans  que  les  coefficients  soient  simidtanément  nuls,  nous  dirons  que 
la  fonction  cp  est  une  fonction  caraclérisliquc  multiple.  Ce  dernier  cas 
se  présente  toujours  si  F  se  décompose  en  plusieurs  facteurs  dont  l'un 
au  moins  soit  affecté  d'un  exj)osanl  supérieur  à  un.  Dans  le  cas  de  fac- 
teurs multiples,  nos  méthodes  peuvent  se  trouver  en  défaut. 

Les  équations 

dV  dV 

=  0, 


(3)  J-!! 


m~  '  <S) 


(  ')  Dp.i.ASSis,  Thèse,  p.  '|ii  O"    annales  de  l'HroIr  .\ormale,  .3'  série,  (.  \II  : 
1 89.">  ( Siip/il'iii cnl). 
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110   sont  coin|)alil)los  que  si  \o.  discriiniiianl  l)(.i\  y,  z)  (\o.  la  foriiif 
liotno{,à'ne  1*'  est  uni.   (hiaiid  1<;  discriminant   \y{x,  y,  z)  sévanouil 
idontiqucnicrit,  lis  ('(lualions  (  3  )  ont  des  solutions  communes. 
Soit 

à'i  d's  à'f 

djc   dy   dz 

"F~  ~  Q"  ~  ir 

l'imr  (l'entre  elles;  si  la  diUéfentielle  totale 

P dx  -h  ()  (ly  +  H  dz 

a<lniet  mm   factiMir  iMl(''i;rant,  on   en  dédMiia   une  faïuilN'  de  surfaces 
caractéristiques  si n>,ni Hères. 

Considérons  une  surface  caractéristicjue  non  sitif^ulière 

cp(.r,7,;)  =  A-. 

11  existe,  sur  cette   surface,  un  système  de  courbes  satisfaisant  aux 
équations  différentielles 

,  ,  d.F  dv  dz 


dV  t)V  dV 


"is)  ^m  ^m 


Ce  sont  les  courbes  caractéristiques  de  l'équation  aux  dérivées  par- 
tielles (2),  qui  est  du  premier  ordie.  Nous  les  appellerons  aussi,  par 
extension,  les  courbes  caractéristiques  de  l'équation  aux  dérivées 
partielles  proposée  (i).  On  verra,  dans  la  suite  de  ce  Travail,  que  la 
considération  de  ces  coMrl)es  inteivient  daMs  la  déterMiinalion  des 
intégrales  primitives. 

Une  courbe  analytique  ipielcoMcpie  C  de  l'espace  étaMi  donnée,  on 
])OMrra,  en  général,  par  celte  courbe  faire  passer  /;/  surfaces  caracté- 
risli(|Mes,  ou,  si  l'on  veut,  m  nappes  de  surfaces  caracléristicpies.  Les 
])laMs  tangents  à  ces  1»  surfaces  en  un  point  M  de  la  courbe  (]  passent 
par  la  tangente  à  celle  courbe  cl  sont,  en  oulie,  tangents  au  cône  (T  ) 
de  classe  m  envel(i|ipi''  par  les  plans  tangents  anx  surfaces  caractéris- 
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litHics  qui  passent  en  ce  point  (').  Ces  m  plans  sont  donc  en  ^^énéial 
distincts,  sauf  dans  les  cas  suivants  :  i°  la  courbe  C  est  tangente  en  M 
à  une  courbe  caractéristique  ;  2"  la  tangente  de  la  courbe  C  appartient  à 

un  plan  tangent  multiple  du  cùnc;  3° la  fonction  I"(;p'  -,->  ->M  admet 

des  facteurs  multiples.  Le  troisième  cas  rentre  d'ailleurs  dans  le  se- 
cond et  tous  les  deux  exigent  (pic  le  discriminant  D(.r,  y,  z)  soit  nul 
au  jioinl  M.  Si  aucune  de  ces  conditions  n'est  réalisée  en  tous  les 
points  de  C,  les  r»  nappes  caractéristiques  sont  distinctes.  On  pourra 
les  déterminer  (piand  on  connaîtra  une  seule  intégrale  complète  de 

Téqualion  (2).  pourvu   <pic  F(y^)y^,  .M  ^oil  irréductible.   Si   ce 

polynôme  se  décompose  en  plusieurs  facteurs,  il  faudra  autant  d'inté- 
grales complètes  (ju'il  existe  de  facteurs  diflérenls. 

.").  Si/r  ht  fuinii'  des  iiitri^ralcs  complètes.  —  La  surface  carac- 
téristique (pii  représente  une  intégrale  complète  dépend  de  deux  para- 
mètres arl)ilraires  A  et  ix.  Cbercbons  sil  est  possible  de  la  représenter 
par  une  équation  do  la  forme 

ç.(.r,  V,  r,  A)=:  a, 
0  étant  rationnelle  en  A.  l'osons,  suivant  l'usaye. 


(  J> 


ôz  a' 


ôy 


()n  voit  (pie  p  cl  y  sont  aussi  des  fonctions  ralionnellcs  de  /.,  quand 
on  regarde./;,^',  -  comme  des  constantes.  Donc  la  iclalioii  algi-iiriipic 
entre/?  et  y, 

rO)  Z{-  ifK.^.^fff  =  0  (a  -H  ;i  -H  V  =  '")' 


(')    Voir  Goi'RSAT,  lù/iiolioiis  aux  dt-rivces  pn rticllcs  du  premier  ordre. 
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doit  êlrc  de  genre  zéro  en  loul  [)oiiil  de  Tesjjace.  De  plus,  si  l'on  sii|)- 
[)osc  (ju'i'i  clia([ue  inléjjrale  complète  ne  correspond  ipi'une  valeur 
tle  A,  les  fractions  rationnelles  (T))  seront  d'ordre  m  par  rap[ioit  à  ce 
|)arauièti'e. 

Supposons  uiaiiitruiiiil  (pu'  rinli'^Miilc  coiuplrli!  puisse  être  repré- 
sciilêe  par  une  i''(pialiou  dr  la  forme 

(:)  ?(■'•.  r, -,  "A,  !^)  =  <>, 

al^i''lMi<pii'  par  rajiport  à  A  el  [x. 

Les  équations  (.">)  expriment  /;  et  ly  en  fonctions  rationnelles  de  "a 
el  jj.;  si  inversemenl  à  une  même  intégrale  com[)lètc  ne  coires[)ond 
(pi'un  système  de  valeuis  pour  A  et  a,  ces  deux  paramètres  s  ex[)ri- 
mcront  aussi  rationnellement  en  fonction  de  p  et  q,  cl  les  deux  rela- 
tions algébriques  (G)  et  (7)  seront  du  même  genre.  Rien  ne  permet 
d'affirmer,  d'ailleurs,  d'après  ces  remarques  sommaires,  qu'il  existe, 
pour  toute  é(piation  aux  dérivées  partielles  de  la  forme  ((j),  une  inté- 
grale de  la  foi'iue  (7). 

4.  Déterniinalion  des  intégrales  par  leurs  i^a leurs  sur  les  sur- 
faces caractéristiques.  —  La  jiropriété  d'indétermination  relative 
aux  surfaces  caractéristiques  peut  être  facilement  mise  en  évidence  eu 
prenant  pour  l'une  des  variables  indépendantes  une  fonction  caracté- 
ristiipie.  La  méthode  suivante  conduit  au  uiênic  résultat  par  un  calcul 
très  symétrique.  Considérons  une  surface  S  quelconque  représentée 
par  l'équation  analytique  f^{x,  y,  z)  =  o\  d'après  le  théorème  de 
Cauchy,  l'intégrale  se  trouve  déterminée  quand  on  se  donne  sur  celle 

j.         ,           ,             ,           ou    à- it            à'"-' Il  ,      ,    r  • 

suriace  les  valeurs  de  u,  -r-> -r— r'  ••■'-^ r'  l>ourvu  toutejois  (iii  ou 

exclue  les  points  de  la  surface  qui  adinclleut  des  tangentes  paral- 
lèles (),r;  le  système  de  ces  données  est  écjuivalent  au  suivant,  qui 
est  [)lus  symétritpie.  Formons  d'abord  l'expression  de  la  dilléren- 
tielle  m''"'"  de  u, 

(8)  d'U.  =  Ue±^Jy±-^d.l 


jmis  les  expressions  suivantes  (jiii  en  di  rivent  par  formation  polaire, 
/-    à  <)  0\''/'j     d  I     à         j     à\"'-p 

P  =  {0,   I,  -2,  ...,/«  -   l), 

A,  a,  V  désignant  des  conslanles,  ou  même  des  fonctions  de  {-c,}',  -  ). 
telles  que  la  direction  A,  ijl,  v  ne  soit  pas,  en  général,  tangente  à  la 
surface. 

Supposons  (pie  les  coordonnées  des  points  de  la  surface  S  soient 
exprimables  en  fonction  de  deux  j)arainèlres  p,  et  p,;  on  aura,  pour 
tout  déplacenienl  inlininient  petit  sur  cette  surface, 

'■','1  "i'S 

(  lo)  {  dy=  -r-ff?\  +  -r-^Pi^ 

ch  =  -r-<yp,  +  -^     '/p.. 

Va\  portant  ces  valeurs  dans  les  expressions  (S)  et  (  c)  ),  on  obtient, 
ilans  les  seconds  membres,  des  polynômes  bomogèncs  en  rfp,  et  dp^. 
Les  coefficients  des  différentes  puissances  de  t/p,  et  dp.,  dans  ces  poly- 
nômes peuvent  être  calculés  (piand  on  connaît,  en  tout  point  de  la 
>urface.  les  valeurs  de 

Ou       à- Il  à"'~'ii 


'        <).r         d.r-  ô.v'"-' 

(]omme  ces  coefficients  sont,  d'autre  part,  des  fonctions  linéaires 
cl  homogènes  des  dérivées  d'ordre  m  de  w,  il  suffira,  pour  déterminer 
romplèlcmenl  ces  dérivées,  de  joindre  au  système  d'équations  linéaires 
déduit  des  expressions  (8  )  et  (\)^  une  nouvelle  relation,  qui  sera  jus- 
tement fournie  |)ar  l'équation  j)roposée  (i>. 

F^es  expressions  (())  sont  formé-es  de  termes  de  la  forme 


(m  —  p)\  d'"  a 


li\k\l\  (a-/.)!(P-A)!(Y-/)!  (;,r"«h?rf-Y 

Il  -h  h  -h  I  =  p,  X  -h  '^  -h  Y  =  m. 


i,:^-''dv'^  'dz 
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d'"  u 
û.r"  ()y>  dz 


. .                   ,          .        I     •    ■            à'"  Il 
i-     (  «nisi'iniint ,     SI     1(111     iriiipliicc    lii     (liiiM'c -— par 


(^Ollr    ([iKlIlllti'    Siilllllllc    illc'llli(jU(llli'lll    (|ii;ill(l    un    _\     (loiilic    à    d.r. 

(ly,  (/:  lis  Milcms  drliiiics  par  les  cqualions  (lo).  (Jii  lire  iiiiiiii'dia- 

leineiil  di"  là  ccUc  ronsccuiciico  :  si  l'on  coii-siflài'c  le  (liHcriiiiiKinl  dis 

rqualions    linèain-a  dcditilcs,   corn  me  on   l'a   indiijm-,   drs   rqud- 

lions  (8),  (9)6'/  (1),  les  mineurs  de  ce  délerminanl  rrhilifs  aiir 

élc/nenls  A^_^^  Icoi-fficionls  de  réquation  (i)|  sont  proporllonnels  au.r 

I    -,        "  1      ,     f<}'^Y/'à'f\?/d-f\y      ,  .  .,      , 

l>i()(liiils    rori-espond(ints  I -p- )   (-7^)   (  "Yr  )  '    elNupie    miiirur   rhnil 

pris,  bien  eiiloiidu,  avec  le  sii;iic  cpii  lui  correspond  dans  li'  di'vi'|(p|i- 
peinenl  du  déteniiiiianl. 

La  condition  nécessaire  el  snlTisaulc  pour  (pic  le  d(''lciniinaiil  soil 
nul  est  donc  cpie  l'on  ait 

c"csl-à-diic  (pic  la  surface  cf)nsi(l(''r(''e  soil  une  caracl(''iisli(]ui'.  • 

iJ.  Si  l'on  preiul  pour  lune  des  \aiial)lcs  indL'[)(Midanles  une 
fonction  caractéristique,  le  coefficient  de  la  dérivée  correspondante 
d'ordre  m  s'annule.  Soit  x  cette  variable;  on  a  A,„  „  „  =  o.  Les  coeffi- 
cients A„,  ,  I  „,  A,„  ,  „  ,  ne  sont  pas  nuls  à  la  fois  dans  tout  l'espace,  à 
moins  que  x  ne  soil  une  fonction  caractérisliijue  sinf(uli(M'e.  Va\  ji;é- 
néral,  six- est  une  fonction  caractéristicpie  inulli|)le  d'ordre/),  les  coef- 
iicienls  de  toutes  les  dérivées  d'ordre  ///,  dont  rindicc  par  rapport  à  ./■ 
dépasse  ni  —p.  sont  nuls,  mais  il  existe  au  moins  iiih'  (li'rivé(^  (Tordre  /// 
dont  le  prcMiicr  indice  est  //< — p,  adimilanl  un  ((n'iliiienl  (lillV'ienl 
de  yj'i'o. 

(  ]()iisi(l('M()ns  l'cnscmMc  (les  Icrmes  (Tordic  ///  dont  le  |)rcniier  in- 

Jouin.  (le  Malh.  (y  série),  loiiie  VI.  —  l-jsr.  I\,   ii,c,<i.  33 
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dico  est  m  —  p  : 

.  â"'  Il  .  <i"'  H 

r»"(|iiiilioii  aux  driivées  parlii'Uos  (ju'oii  en  ili'iliiil  : 

A,«-....«(^)'V  A„,_,,,  ,,(^)''"'(^^)  +  . .  .  =  o 

(lofinil  une  famille  de  surfaces  coupant  les  plans  .r  =  const.  suivant 
des  caractéristiques.  On  voit  qu'en  général,  sur  une  surface  caracté- 
ristique simple,  il  passe  par  tout  point  une  seule  courbe  caractéristi(|ue. 
Au  contraire,  par  tout  point  dune  surface  caractérislicpie  multiple 
d'ordre/)  il  passe  p  courbes  caractérisli(pies  qui  ne  sont  d'ailleurs  |)as 
nécessairement  toutes  distinctes.  Sup|)osnns  (pu-,  dans  le  |ilan  x  =  x„. 
la  droite  y  =^ y«  ne  soit  pas  une  caraetérislicpio. 

T^e  coefficient  A,„  ^^  0  est  alors,  m  iicncral,  dilTérenl  de  zéro  sur 
celte  droite,  de  sorte  que  Féqualion  (1  )  pourra  être  résoliic  par  rap- 

port  a  la  dérivée   .  ,„  .  . — 
•^  ojc'"-!' Oyi' 

Cela  étant,  nous  sommes  contluils  au  lliéorème  suivaul  : 

Si  II'  plan  xzzz.c^  est  une  surface  carac(èrisli(jiii-  nuiltipir 
d'ordre  p  et  que  le  plan  y  =. y\  coupe  le  premier  suivant  uni- 
droite  -non  caractéristique,  l'intésrale  u  de  l'équation  (i)  se  trou- 
\era  déterminée  par  les  valeurs  de 

du  <)"•-''-' Il 

"'      àl-'      ■■■'      ôr"'-i'-^' 

ilonnées  arbitrairement  en  fonction  de  y  et  :  sur  le  /dan  r  ^-  ./„.  rt 
elles  de 

dx'"-''*     dx'"-i'Oy'        ''     dx'"-!'  i)yi-'  ' 
données  en  fonctions  de  x  et  z  sur  le  plan  y  —  >  „. 

(  >cs  fonctions  initiales  et  les  roi'flicii'uls  dr  I  ((pialion  pioposce,  ré- 


INTKfJIIM  ION     DKS     KOI  ATIONS     1,1  NKAIUES    AIX     liKIIIVKKS     PAIITI  F.I.LKS .    'i(,n 

s(»lii.'  pal'  ia|i|pi.i  I  à  la  drrivoe    , ^,„_ ^,  ,  ^ .  soiil  supposés  li(jl(jiii(ir|)lies 

dans  un  ccilaiii  (loiiiaino  environnant  le  point  ./„,  y„,  z„. 

Dans  ces  roiidilions,  l'intéj^ralc  elle-même  sera  holomorphe  dans  un 
domaine  assez  |ii'lit  comprenant  ce  point.  Ce  sera  aussi  une  fonction 
liolomorplie  de  .t„,^'o)  -o»  <^l  même,  si  les  fonctions  initiales  dépendent 
ofialy/iqucmi'nt  de  certains  autres  paramètres  dont  elles  soient  des 
fonctions  holomorphes,  l'intéf^rale  obtenue  sera  aussi  une  fonction 
holomorphe  de  ces  païamèlres  dans  un  certain  domaine. 

L'élégante  démonstration  donnée  par  M.  Goursat  pour  le  cas  de 
deux  variables  indépendantes  (')  peut  se  reproduire  presque  textuel- 
lement pour  plus  de  deux  variables,  pourvu  (juc  l'on  introduise,  au  lieu 
de  la  seule  constante  positive  a,  deux  constantes  a  et  j5  assujetties  à  des 
conditions  du  même  j^enre;  on  est  conduit  à  chercher  une  intégrale 
niaJDrdiilc  (|ui  dépentle  de  la  seule  variable 

^  =  x-f-  a.y  -+-  a^r. 
Nous  renvoyons  pour  les  délails  du  calcul  à  l'Ouvrage  de  M.  Cioursat. 


Des  intégrales  primitives. 

(>.  I/ik\:j:rah's  doublas  à  limilcs  variables.  —  Dans  le  cas  de  deux 
variables,  nous  avons  vu  que  l'on  peut  déduire  d'une  certaine  intégrale 
particulière  u{x.,y,  a),  dépendant  d'un  paramètre,  une  intégrale  plus 
générale  représentée  parla  formule 

(il)  U=  /   /(a)«(j?,j',  a)(/a, 

OÙ  la  limite  ^  est  une  fonction  caractérislii[ue  et  ,/(a)  une  fonction 
arbili'aire.  Nous  avons  été  conduits  à  ce  mode  de  représentation  par  des 
considérations  ayant  leur  origine  dans  la  méthode  d'approximations 

(')  Goursat,  Leçons  sur  l'intégration  des  équations  aux  déri^-ées  partielles 
du  second  ordre,  t.  II,  p.  3o^. 
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successives  de  M.  Picard  cl  (juc  nous  jtig^eons  inutile  de  reproduire  ici. 
Nos  calculs  s'appliquent  aussi  dans  le  cas  de  plusieurs  varial)les  indé- 
pendantes, mais  la  solution  donnée  par  la  fonnule  (i  i)  ne  présente  fpie 
la  Ejénéralilé  des  fonctions  d'une  seule  variable  ('),  c'est-à-dire  qu'on 
peut  seulement  l'assujettir  à  prendre  des  valeurs  données  à  l'avance 
sur  une  courbe. 

On  peut  en  déduire  une  solulicui  plus  irénérale  de  la  manière  sui- 
vante. Dans  la  formule 

(.12)  U=  /"/(a)  «(./•,.)-,--,  a). /a, 

nous  supposons  seulement  (pie  l'écpiation  ;  =  a  délinil  une  famille  de 
surfaces  caraclérisli(|ues.  Par  conséquent,  la  fonction  H  pourra  encore 
dépendre  d'un  autre  paramètre  %  et  rinté|;rale  obtenue  U  sera  aussi 
une  fonction  de  ce  paramètre.  Multipliant  par  ^/^  et  intégrant  de 
nouveau  entre  deux  limites  lixes,  nous  en  déduisons  une  nouvelle 
solution 

Or  ces  deux  intégrations  successives  sont  écpiivalrulcs  au  calcul 
d'une  intégrale  double  de  la  forme 

ff/(y;  ?)  « (■'■,  y,  -  ^,  ? ) 'fy-  ''}■ 

évaluée  dans  \\\\  certain  eliam|i  à  limite  variable  (pu'  nous  allons  dé- 
linir  et  dont  le  degré  de  généralité,  comme  nous  le  verrons  plus  loin, 
est  celui  des  fonctions  de  deux  variables. 

Pour  représenter  le  cliam|)  dintégration,  nous  regarderons  a  et  ^ 
comme  des  coordonnées,  ./;,  j-,  r  comme  des  paramètres,  il  résulte  du 
calcul  précédent  que  les  limites  i|ui  (li'|>eii(lenl  des  variables  .r.  y.  z 


(')  V.  BoRKL,  Leçons  sur  la  llworie  des  fonctions.   —  Noie  sur  I.i  nolion  df 
fonction  nibilrairc. 
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«liiiis  nos  iiil<\L;iiiti()iis  SDiil  (li'lriiiiiiiiM's  piir  l"i''i|iiiiliori 

?(./;,  7,  .-,?)  =  a. 

I.c  gciii'i'  (riiilrj^rjilcs  (l()iil)li's  (|iii'  nitiis  soiiiiiirs  aiiii.Mii''s  à  coiishIlti'i 
iriilie  (loiir  dans  la  lalri^^orir  siiivanlo.  (loiisidéions  dans  le  plan  (aji) 
une  l'ainillf  do  foui'l)os  vaiial)l<'s  dépcndanl  des  |)arann"'tics  J:,y,  z  cl 
(|iii'  nous  su|i|)()sons  i'cpr(''sc'ii((''cs  pai-  iiih'  ('(pialion  anaK  liipnî 


C-) 


:^  =  cp(.r,7,--,a); 


soil  (h-  plus  (  ;  une  fonrhc  lixc  Iclli-  (pTini  arc  conlinii  de  1  (IrliTiuinc 
avec(;  iiiio  aire  liniiléc  ACilil  ( //'if.  i  ).  C'osl  à  celte  aire  ijiie  nciii< 
étendrons  l'inlé^frale  double 


j  y  ./\'^M  'A)  «(■'•>  ;■>  -.  '^.  ^^)'f'^-  <l'^- 


A  une  valeur  di' a  correspond  sur  l'arc  (C)  une  ordonnée  J3„  et  suri 

l'iii.  I. 


lordonnée  [5  ^  ^(,r,  jk, -,  s^);  ces  val<uirs  sont  enlièreiuenl  déler- 
niiuées  si  une  parallèle  à  Taxe  de  [î  ne  rencoulic  (pi'en  un  seul  poini 
chacun  dos  arcs  (C),  (1  ). 

Soient,  de  plus,  k„,  a,  les  abscisses  des  points  A,  U;  [)our  le  calcul 
de  rinléi,nalc  double,  nous  prendrons  d'abord  linlé^rale  simple 


en  regardant  a  connue  une  constante,  puis  nous  intégrerons  [lar  rap- 
port à  a  l'exjjression  obtenue  entre  les  limites  ■y.^  cl  x,. 


/|Ou  .1.    IF.   nni\. 

D'après  cola,  il  iiv  aura  aiiounc  (lilticiillr  pimr  ('tendre  iu)lre  calcul 
au  cas  dos  variables  imaginaires  (').  Nous  dirons  que  C  osl  la  limite 
fixe  et  X  la  limili-  rariah/c  do  \  intégrale  (loiiblc.  Nous  n'excluons 
d'ailleurs  pas  le  cas  où  tout  le  contour  soiait  variaMo. 

7.  Application  aux  équations  du  second  ordre.  —  Cherchons  les 
conditions  pour  qu'une  intégrale  de  la  forme  précédente  satisfasse  à 
l'équation  proposée,  quelles  que  soient  la  fonction  arbitraire  /(a,  ^) 
et  la  limite  fixe  do  l'inlégralo. 

Nous  forons  le  calcul  d'abord  pour  les  équalions  du  second  ordre. 
Soit 

(ù\)  V=ff/(y.,  ?)«(.r, 7,  r,  a,  |5)./af/?. 

(^)uand  on  donne  à  ./.•,  y,  z  dos  accroissomenis  iuliniiiH'iit  petits  <i.r, 
0)',  or,  la  limite  variable 

?  =  9(.r,j,,T,a) 

subit  ollo-mèmo  un  petit  déplacement.  Faisons  correspondre  à  tout 
point  (a,  ^)  de  la  première  limite  un  point  infiniment  voisin  a  +  oa, 
p  -t-  0^  de  la  seconde.  Dans  ces  conditions,  l'accroissement  infiniment 
petit  de  l'intégrale  double  est  donné  p;ir  la  formule 

(  ,  ', )     au  =  f/i'JL,  [i)  u(d}  07.  -  dy.  i'^)  4-  /YAk,  ?^  '^'/  (i--^  ft% 

où  l'on  suppose  l'intégrale  double  évaluée  dans  le  môme  champ  que  la 
précédente,  l'intégrale  simple  étant  calculée  le  long  de  la  limite 
variable  dans  le  sens  lîA.  Nous  aurons  par  conséquent  sur  cotte  limite, 
on  considérant  seulement  la  variation  c.r, 

(')  Ces  remarques  ont  pour  objet  de  dénnir  avec  précision  le  signe  de  l'inlé- 
(,'rale  double.  —  Voir  aussi  le  Mémoire  de  M.  Méh.w  :  Sur  les  inlcn-alles  lii- 
naircs.  elc.  (Ann.  de  l'h'cole  /Vormale,  1899). 


iMi:rni\TioN   i)i;s   kquations  iinfaiuks  aux   dkiiivkks   i>ahïieli,es.   (oi 

l/(liiiiiii;ilii>ii  di-   /'  fiilro  ces  deux  L'(iiiitlioiis  domir 

d'i  r^'j.  —  th.  ^3  =  —  -7^  (ly.  i.r. 

l'Ji  poi'lanl  celte  valciii'  dniis  l'inlrji^ralc  simple  de  la  roniiidi-  (  i  '|  )  el 
divisant  par  ojt,  ou  trouve 

On  aurait  d'ailleius  ohteim  direetciiienl  ce  résultat  en  se  basant  sur  la 
luétliode  indiipK'e  au  numéro  [)récédent  pour  le  calcul  dr  notre  inlé- 
i;:rale  double. 

Passons  maintenant  au  calcul  des  dérivées  secondes;  soient  a„X,- 
a,  8,  les  coordonnées  des  points  A,  B. 

Posons,  pour  abréger, /,,  //,,  o,  au  lieu  de/(a,J3,),  etc.  On  a 

Calculons —•  Su[)posons  (|ue  la  limite  fixe  soit  définie  par  une 
i''(|uali()n  analvli([ue  (  '  ) 

Dans  ce  cas,  a,  est  racine  de  ré(pialion 

o(.r,7,  .-,  a)-'|(a)  =  o. 
(  >n  a  donc 


dx        \(^a         di/  dx 


(')  Nos  calculs  seraient  évidemment  encore  applicables  si  les  deux  points  A 
et  B  appartenaient  à  deux  courbes  analvliquos  dillerentes. 


q02  J.     I.E    IIOIX. 

l'I,  par  suilc. 

<)«,  <).c 


().r  c)^  _  «% 


PI 


Lexprossion  de  -,-t  devient  donc 


-rA"'^.^^m'''\fM>'''''^- 


<  )ii  troiiv(Mail  de  iiièiin' 

an     _  Y  _^  •^'"'().g  dy 
,).r  <)y  ~  2à~     d-i,       d!fi 

/      •'  ^       àJ<)y         ()c  oy         ÔY  a.r  '  J  J  ■    (li  <)\  ' 

Nous  avons  niaiiilonaiit  une  dérivée  de  rlia(|ue  l\pe  du  premier  el  dn 
second  ordre. 

Cela  posé,  considérons  l^'iinalion  du  scmnukI  ordre 

,        d'^ii  1,    ()ii  I,    t)ii  i>    '^"         é^ 

*^  (J^7fJ;  i)r  II  y  <h 

Pour  ipie  celte  ('(pialion  soil  vérifiée  pai  la  lonelion  l  .  quelles  (pie 
soieiil  la  fonction  arliilraiie  /'(  7.,  [i  i  el  la  liniile  luIViieun-  de  rinl('- 
j;ralc,  on  devra  avoir 

(!."»)  A(//)  =  o, 


IMKGIt\TION     r)i:S     KQLATIONS    IINKAinES    AUX     DKHIVKES     l'AItïl  ELLES .  /|03 

et 

1  O'i  /  ,       Ou  .        Ou  .        r7"     ,     ,>       \ 

]^op(:^-oj-^'^-^ôj-^'^^^ô-.-^^^-^") 


(•^) 


J'i  /  ,       Ou  .       Ou  ,       Ou        „      \ 


\  +  -     A,,T^  +.  .  .  +  ^.A,:,    ,— \^      =  O, 

I  3  \     "  dr-  Oy  Os I 

I/r(|uali()ii  (  I  "j  )  il  lii-'u  dans  tdiil  le  cliaiiii)  d  liili''t;ialiijii  ;  clli'  cxpiime 
(juc  u(x,  y,  :,  a,  ^)  est  iiiio  iiil(''j,'rale  parliculirre  de  l'éqiialion  pro- 
posée. L'équalioii  (17)  cxpriiiin  que  '^(x,y,  :,  a,)  est  une  foiidiou 
caracti''risli(pi(',  cl  couiiin'  a,  csl.  en  i^i'iirial.  \ai-ial)lc.  la  faniillc  de 
surfaces 

(S)  o(x,y,  .-,a)  =  ^4 

constiUiei-a  une  iiiléyralc  complèle  de  r(''(piali(iii  aux  dérivées  par- 
lielles  des  surfaces  caraclénsli(|ues.  Eullu,  ré(|uatiou  (16)  doit  être 
satisfaite  sur  la  liuiitc  variable  de  l'intégrale  double,  cest-à-dire  pour 
rcnsenible  des  valeurs  de  x,  y,  :■,  a,  ^  liées  par  Téqualion  (S).  Klle 
définit  donc  la  condition  à  laquelle  doit  satisfaire  riulégralo  particulière 
u(x,y,  z,  a,  j3)  sur  la  surface  caractéristique  (S). 

Quand  une  intégrale  u(x,  y,  :,  a,  jj)  vérifiera  les  conditions  jjrécé- 
dcntes,  nous  dirons  (ju'elle  est  primitive  ou  priiicipalr,  relativement 
aux  surfaces  caracléristi(jues  du  système  (S). 

8.   Si  Inu  considère  A(«)  comme  un  iHilMiome  en  -r-j  -;— »  -r-,  <•!  (lui- 
^   -^  '      ■  Ox    Oy    Oz  ' 

l'on  désigne  par  A',.(?/),   ....  A'^.(«),    ...,  les  dérivées  premières  et 

11  I  •  ,  ,    0      0      ô 

secondes  de  ce  polvnome  prises  iiar  rapport  a  -r->  ->->  -r->  on  a 
'      -  '  '  '  '  Ox    Oy    Oz 

'  1  '  /    \         K      Ou         .Ou         ,      Ou        ,, 

[  a;;  ,  {u)  -=  A , ,  w ,      ^  a;,  (u)  ^k,,i(, 

Journ.  de  Math.  (5'  si-ric),  loiiie  VI.  —  Fuse.  IV,   njoo.  ■.'•5 


4o4  J.   i-f:   Rovx. 

l,'ri|iiatioii  (i6i  pi^iit  donc  s'ociiri" 

(  ,(\)        P-X(u)  -^  ^'"SAiD  -+-  V  A.(^/)  4-     -  \p.yju)  -+...]  =  n. 
().i     '  Or    '  i):    -^  1.2  \_f'.r-     '  I 

(  Icllo  o(|ualion  liiK-airo  du  jncinuM'  ordre  doit  vlvr  intétcn-r  non  dan;; 
loul  Icsiiaco,  mais  sur  la  siiifaro  caraclérisliqur  S.  il  faul  en  dt-ter- 
miiicr  les  coiii'hcs  caracti'iistKHU^s,  (|iii  sont  doniii'i's  pai-  li's  ('•(|iiatiuiis 
dillcrenlicllcs 

i/jc  dy 


A,,  V  -t-  Al,  V-  -*-  •^>3  1  A,,  -y^  -+-  Aj,  ^  -t-  A„  — 

<).r  ây  Oz  Oj:  oy  az 

_^ (Iz 

dç         .d'à         .      t>'f 

<).r  Ov  uz 

On  voit  rpic  ce  soiil  prôcisôinmil  les  couihcs  caracfrii.<t/itjt/rs  de 
IV-qualion  oousidriéc  siUicvs  sur  la  surface  S.  Lotir  détormiualioii  no 
coiiinorlc  donc  aucuui"  iulcgialinn  iiimi\cIIc.  l'niii-  (pic  1  iiili''j;ial<"  i/ 
soit  cnlirroMiciil  dt-hMiiiiiiér  sur  S,  il  sulliia  iIduc  (pi  on  eu  counaissr 
les  valeurs  sur  une  coiiiIm'  rpirh  (uupie  /kj/i  raractrrislKjuc  Iraeée  sur 
celle  surface.  Soil  {'\' )  une  surface  (piclconque  qui  coupe  S  suivant 
une  courhe  non  caractérislique.  Si  l'on  se  donne  arhilraireineul  les 
\aleurs  de  //  sur  (T  ),  on  pourra  en  déduire  par  une  (piadralure  la 
\aleur  de  celle  foncli(ui  en  un  point  (pielcou(|ue  de  (S)  d'après  léqua- 
tion  (i())  (').  L"inlé}jfralc  «(.r,  >',  r,  a,  ^)  se  trouvera  alors  couq>lèle- 
nienl  déteruiinée,  puis(pron  en  coiniailra  les  valeurs  sur  une  surface 
caracléristique  (S)  el  r-ur  uin'  autre  surface  qu<dconque  (T),  d<inl 
rinlersectiou  avec  S  nosl  |ias  une  courhe  caraclérisliipic.  (  )u  voit 
fionc  que  rinlrgialr  primiti\r  rc/atiic  à  un  systrnir  dr  surfarr.s 
rnrarlcristiijiti.-i  ilrju'nd  il'iinr  fonrli<j/i  arhitnnrr  dr  ilru.c  ni- 
rinhh's. 

Pariui  les  in|e;;iali's  priinilives,   il  en  existe  une  intinilr  ipii  snul. 


Cl   fiiiUi'lin   de   In  Socù-li:   iiKil/iri/Kifi'/iir.    I.    \\V    (  Xo/f    sur    r<r/tinli('ii 
Itm-iiirr  'lu  />/■(  iiiùr  ordre). 


INTK(;HATION     DKS     KyLATlONS    I.INKAIIIES    \VX     DKltlVKRS     PVIITI  EI.I.KS .     '|OJ 

ihiiis  iiii  (crlaiii  (loiiiaiiit',  îles  fonctions  liolonior|)li('S  do  [i,  clrvclop- 
jial)lcs  suivant  les  puissances  de  3  —  o(.i:,y,  :,  a). 
Soit 

a(x,  y,  z,  a,  [il)  =  a,  -t-  '^^",  +  ^"-  ~^^'  ".+•••• 

Les  cocl'licii'ril<  i/„,  it^,  .  .  .,  soûl  donnés  par  les  foi  mules  de  iveur- 
rcncc  suivantes,  où  l'on  ci  rej)i-ésenlé,  ])Oui-  ahrcj^cr,  pai'  S-J i) )  If  pre- 
mier iuend)re  de  Féipiation  (lO) 

/  A,(«„)  =  o, 

f  -^f  ("«+.,)  +  A(w„)=  o, 


Il  serait  facile  de  vérifier,  en  parlant  de  ces  formules,  (pie  l'inlég-rale 
primitive  satisfait  l»ien  ,iii\  conditions  (pie  nous  nous  soinmes  im- 
posées. 

î).  Exlrn-sion  aux  cquatiotis  d'ordre  supérieur.  —  Pour  étend ic 
CCS  propriétés  aux  étjuations  d'ordre  supérieur  au  second,  on  peut  pro- 
céder par  un  calcul  direct,  comme  nous  l'avons  fail  dans  le  cas  de  deux 
variables  (  '  ),  et  l'on  trouve  m  —  i  équations  linéaires  du  premier  ordre 
permellanl  de  calculer  successivemenl  les  valeurs  de  u  et  de  ses  m  —  -i 
premières  dérivées  extérieures  sur  la  sui-facc  caraclérisliquc 

(S)  p  =  ç>(x-,;-,  r,  a). 

I^es  coui-bcs  caraclérisliqiies  relatives  à  ces  diverses  équations  sont 
aussi  les  courbes  caractéristiques  de  l'équation  proposée  situées  sur 
(S).  Il  en  résulte,  comme  dans  le  cas  précédent,  que  les  m  —  i  fonc- 


(')  .lottrnid  de  Malli..  '>-  série,  l.  IV,  p.  38G. 


4oli  .1.   i.K   noix. 

lions  iiiiliiili-s  i'imsitl(''i-(''cs  prnirroiil  rlio  ili-liTminri^s  |);ir  dos  (|ii;i(lra- 
tiires  cil  tout  poiiil  (k-  S  (|uaii(l  on  en  coniiaitra  les  valeurs  sur  mie 
courbe  queleoiu|ue  non  caia(lénslir|iic  située  sur  cette  surface. 

Par  suite,  Y  intcf^ralr  priniili^i'  relative  à  la  famille  de  surfaces  ca- 
ractêrisli(|ucs  (S)  sera  (h'-luiie  par  ses  valeurs  sur  une  surface  ([uel- 
conque  (P)  dont  linlerseelion  avec  (S)  ne  soit  pas  \\w  (iiuilie  carac- 
téristique. 

Pour  les  intégrales  primitives  dé\elop|)aIilcs  suivant  li-s  |uiissances 
do  5  —  ^,  ces  conditions  sont  plus  faciles  à  exprimer  lorscpion  substi- 
tue aux  dérivées  les  coeflicieiils  du  développemenl,  (pii  formcnl  un 
syslènio  étpiivaji'ul.  Soll 


"(•fir'=»«)?)="u-H  - 


(?-?)= 


«„,  «,,  ;/j,  . . .  étant  des  fonctions  de  x,  y,  r,  a. 

Kn  vertu  de  la  condition  im[)oséeau\  intéirralcs  primitives,  lexpres- 
sion  suivante  (pii  (iéri\c  par  iulé^i-alion  ii(.i\y,  z,  a,  ji) 


(,„_,)!    "«^        „,:       "1^    (m  +  i)'. 

floit  être  une  nouxrllc  soliilion  di-  r<'ipialinii  projioséo. 

lin  y  remplaçant  //  par  ceU(;  valeur  et  égalant  à  zéro  successivement 
les  coefficients  dos  dinércntes  puissances  de  9  —  3,  on  obtient  des 
ccpiations  lim-aires  pour  détoi-mini'r  //„,  ii,,  .  . .. 

L"é(piation  à  laipielle  tloil  satisfaire  ^/„  est  de  la  foiiue  suivante  : 

(  [a -i- a-+- V  =(  m  —  i)|, 

où  l'on  supj)ose  que  A( // )  n'pri'seuie  le  ju-i'inier  niemlue  de  l'i^pia- 
lion  (  i),  les  dérivi'os  s\  mboli.pies  a  va  ni  la  même  signiliealicin  «pie  <lan^ 
le  cas  du  second  ordn". 


INTKCnVTION     DES     KOIVTIONS    I.INKAIIIES     \l  X     DKIU  VKES     l»A  IITI  KI.I.KS.  /(OT 

Si  l'dii  (1i''m:;iic'  iiar  l'"(  -.^  i  v  ,  -7^  )  '•'  l"''"ii''i'  iii''"ilii  i-  df  l'iMiiiiilioii 
'  V  il.r    <iy    ilz  /       '  ' 

(If's  caraclrristiciucs,  ri'\|ii  rs>i()ii  (  [<))  jx-iil  se  mcllri-  sons  la  loi  iin- 


30)  —r-^ 1 ;-T— - 1 ^-p^ j h   (  ■  //„  : 


On  \oll  ([lie  c<'lli-'  (''(|iialioM  rsl  liiu'aire  du  [ircMiiici'  ordir,  i.'l  ([uClli- 
adiiKH  coiiinic  roitrlu-s  caiach'iisllciiics  les  coin  lies  caracli'i  isli(|iii's  de 
l'(''<|iialioii  |)i-o|)os(''c'. 

l'oiir  calciilci'  les  aiiln-s  cocflicicnls,  nous  aurions  drs  ('■(|iiallons  de 
la  foi'iiii' 

(■'•'>     -7:1:7V  a7.  +  -/;,rv  7w  +  -Tatt  T)-  +  ^"''+  "  =  '^ 


.(^)-    .(1)^    . 


Il  (Irsimiaul  une  cvprossion  liiiralrc  Pt  homofivnc  par  ra|)port  aux 
n  —  I  cocniriouts  qui  prrcèdenl  iiuiuédialoniLMil  ;/,  d  à  leurs  driivées. 
Taul  (pie  les  Irois  d(''ii\ées  |)aflielles 

ÙV  dV  iW 

m'  Kl)'  ^m 

ne  sont  |)as  nulles  siinullanénient,  nos  caleuls  sont  appliealiles,  et  lin- 
léj^rale  priniilivc  e.xisle.  .Mais,  pour  les  carael(''iisli(pies  sinuulii'res,  les 
expressions  jjrécédenles  sont  en  défaut,  et  il  sciait  ui'eessaiiv  i\f  l'aire 
un  evaincu  spécial  des  di[r(''reuls  cas  (jui  jx'uvenl  si-  pi'i'scnler.  Nous 
ne  nous  eu  occuperons  pas  dans  ce  travail. 

10.  Hlitdi'  (le  nos  i///<'i;rci/<'s  iliiidilrs.  —  Il  reste  à  exaiuiner  Ir 
(lei;r(''  de  j^iMiéralili''  de  la  solution  obtenue,  (letli-  (|uesli()u  nous  amène 
à  ('•liidiiT  daliord  les  inli''i;iales  de  la  forme 


y  J  /(  7./p)n  (  ./•,  )' ,  r ,  a ,  ,3  )  dy.  d't, . 


joS  i.   i.E   notx. 

l><>iir  lesquelles  le  cliain[i  dinléi^ration  esl  liinili'  par  une  ooui  lu-  va- 
rialtie.  Le  ras  le  plus  simple  esl  celui  où  la  liruili-  vaiialile  du  cliauip 
«1  intéf^ralion  est  une  droite. 

Considérons,  dans  le  plan  (a^),  le  triangle  ()A15  délerminé  par 
les  axes  do  coordonnées  Oa,  O^  cl  la  droite  variable  AB  dclinie  par 
r«''(niati<>n 

? 

1-  -  —  I  =  o. 

u         r 

I/inléi;ia!e  diiulile 

étendue  à  l'aiic  du  triani;le  OAlî.  est  évideiunieul  une  fonction  des 
coordonnées  de  la  droite  AH.  Soit  V{u,  c)  celte  fonction  qui  s'annule 
évidemnienl  lorsque  la  droite  AI5  jiasse  à  l'origine.  Je  dis  qu'à  toute 
fonction  V(u,  r)  liolomorplie  <lans  le  voisinage  de  l'origine  et  s'annu- 
lantpour  m  =  o  et  pour  f  =  o,  on  p(Mit  faire  correspondre  une  fonction 
/(a,  ^  ),  telle  que  l'on  ail 

(22)  F(«,r)=y//(a,?)r/a./;ï, 

lintégrale  dnuhle  étant  étendue  au  triangle  AOIi. 
Posons,  en  ejléi, 

(23)  iM  «,  0  =  2  A„,,„ «"-'(•'-, 

et  clierelions  s'il  esl  possible  de  satisfaire  à  l'ideiililé  {'l'i)  par  une 
fonction  liolomorplie 

(24)  /(>.,?)  =  2 '^'"■''^"'?"- 

Nous  supposerons  l'intégrale  doubli'  toujours  calculée  de  la  manière 
suivante,  ipielle  (pic  soil  la  position  de  la  droili-  double  :  on  iulégie 
d"abor(l  par  ni|.i)<)rl  à  3de  o  il  .(i  —  ^).  puis  par  rajiporl  à  a  de  o 
il  ./■.  Le  sigui'  (11'  rinlégrale  esl  alors  (Milièreineul  di'lliii,  i|  Tou  a 


f  j'X'"}"<l'X<l} 


(  Hj  ^-  H  -H  a  )  ! 


INTKGIlArrON     DKS    K()r\TI()>S     I.IM;\II1KS    AVX     DKIIIVKKS    l'AIlTlEI.I.ES.    '|l)f) 

(  >ii  (li''(|iiil  .],•  |;i,  m  MTlii  (l<'s  i'(|iialioiis  (lîv.),  (u'>),  (21), 

(  «l  -t-  «  +  2  )  ! 


H„ 


A, 


l.;i  ri)ii(li()ii  /'(  a,  3;  (li-Mii  (lime  l'hr  icpivscii|i''f  \i;[r  la  siMii- 

(2.1)  ^  (/// -f- «  +  :>.)(//;  H- //  -t- i)^ — ,     ,  -  A„,  ,,a"'3". 

I  a-    ■       ,  ('"  -H  «  +  aV  .  ,.         •      1  • ,.     • 

l,i'  CoclMCK'Ill   j j ni'lll    (TiiltlT    IlKliliiimirlil    a\rc    ///    cl    //. 

l-a  (|ii('sli()ii  (|ui  se  |i<)si"  IdiiI  (ralidid  rsl  dcjnc  la  .siiivaiilc  :  V.w  atliiicl- 
laiil  (|iii'  la  ^riir  (  -2  i  )  ail  un  ddiiiaiiir  de  cDiivci'j^oiiCf,  en  scia-l-il  de 
iiiriiic  (Ir  la  sc'iic  (■_!.")  )•.'  Il  ol  farilc  de  n'-soudrc  rdlo  dil'licidlr  en  coii- 
>l<lriaiil  la  racine  (ni  -)-  //)"""' du  (.■ocflicioril  coiisidcir,  suivaiil  la  rc^lc 
<lniiii,M'  |iai-  (  laiicliy  en  1  8 'j 'j  (')cl  ivIioum'i'  plus  lai'd  pai\l.  Hada- 
Miai'd. 

•'Il  sail  (inc  la   nins  i^randc  valeur  de    ---^ — '-^  ,   iniand   on 

'  I  (  //*  -f-  I )  r  (  /(  -+-  I )       ' 

Mi|i[H)sc  c.inslanl<'  la  somnic  ///  +  //,  a  lien  |i()ni'  ///  =  //.  i)"aiilre  [lar'l, 
iiii  d(Mluil  de  la  l'niMMile  de  Sliilin-'  la  relalion  sn!\anle  |>iiiii'  ,/■>(• 

—  (■  +  !) 

1   (^./;-hl)=:  V2-^'    ■'"./.•  -    (!  +  £,.), 

î,.  étani  nne  (|nanlil(''  |i(islli\e  (|nl  s'aniinlc  |i(jni'  ./=  :>:(-');  iVuù.  (|uan(l 
///  croil  in(l('(ininieMl, 


\/r 


r  (  2  /M  H- 1  ) 


(  //(  +  I  )  r  (  "i  -+- 1  ) 


FI  iTsnllc  d(>  là  (jue,  si,  \»n\v  .v  ~  .r„^  y  :^.  v^.  Ions  les  Icinies  de  la 
<oric  (-iW)  ont  des  valeurs  irdV'iicures  à  une  liniile  li\e,  la  sArie  (^2  j  ) 
sera  coin  cii;enle  lanl  (|iie  l'on  aura 


(M   lîrercicex  fl'.innlyxe,  t.  IH,  p.  .H90. 
(')  Skiuikt,  Calcul  i/iti-i^iat. 


/jio  .1.   i.E  notx. 

.Nous  allons  lioiivor,  d'ailliMiis.  rr\])rçssii)n  de  la  foncli<)ii/(  a,  3) 
sons  forme  de  résidu. 

lîfnianiuons  nue  le  coefficient  ^'"'^  "   ^'-  csl  celui  do  ./'")•"  dans 

le  développement  en  série  entière  de  la  fonction  - — _    "_      ,• 
l'ar  consécjucnt,  dans  le  produit  des  deux  séries 

I  .  a  I      ■^  (  «1  -H  «  H-  2  )  !   a'"    p" 

1        3\'         «'i'.^  ;»!«!  (/'"  i"' 


„-,-    I 

le  coei'licienl  de  — ;  est  jnsteuieut  é^al  ii/{OL,  S). 
(  )n  peut  donc  écrire 

les  inlégralious  relatives  à  //  et  i'  étant  eiïectuées  suivant  des  contours 
fermés  entourant  respectivement  les  points  u  =  o  et  r  :=  o.  Nous  de- 
vrons, en  outre,  supposer  réalisées  les  conditions  suivantes,  qui  sont 
nécessaires  pour  ipie  nos  raisonnements  soient  applicables  :  i"  la  fonc- 
tion ¥{iii  r)  doit  être  holomorphe,  à  l'intérieur  d(>  la  surface  déter- 
minée par  l'enscniblc  do  ces  doux  contours  dans  l'espace  à  «puitre 
dimensions  des  variables  complexes;  2°  sur  les  contours  d"inté_i;ratiou 

la  fonction 5  doit  être  développahie  en  série  converj^entc  sui- 


vaul  li-s  iiuissanci's  de  -  et  ->  ce  iini  exii^c  que  1  mi  ait 
1  (^       (•  '  '       ' 

-  -f-  -    <  I. 

Il  est  facile  de  vérilier  <pie  la  fonction  /(^a,   [ï)  définie  par  la  for- 
mide  (2))  satisfait  bien  aux  conditions  (pic  nous  nous  sommes  im- 


iMi:<;itM  iiiN    i>r:s    Kor.vno.Ns   i,iM:\riii;s    \i  \   i)i;nivi;i;s   i>\irrii:i,i.Ks.    pi 
|)(>s(''('s.  (  idiisidiToiis  c'ii  l'Ili-l  riiil('');r;ile 

|iniir   l;i(|iii'llr    la    iiiiiilr    \aii;il>li'   A\[   rliiiinji  (l'iiili'-ni  aliuii  irlalit'  aii\ 
\  ai  lalilrs  z,  3  csl  la  drnilr 


>  -I-   -   —  I  =  o. 

|]ii    inIciAcriissaiil    les   iiili'';;ialiiiiis   rdalivrs  aii\  ilrii\   coiiiilrs  (l( 
vaiialilrs  (  //,  f  ),  (^a,  !i),  on  a  d'alxn'd  à  ralfulri' 

"'\l.l  i-i-V) ■■ 

ddiil  la  \alriir'  dans  Ir  ('liaiii|)  coiisidiTi'  csl  (''i:;al('  à 


(Il  —  ;)((•  — ï,)  ti\- 
L"iiil(''i;riili(>ii  [)ar  rapport  à  ( k,  r  )  nous  donne  cnsiiili' 

I       /"/■   V(ll,  i)\r,(lt(  (h-  ,,    ,.  ,.  ,,    -,  ,. 

—  7-^.  /   /  -, fv- i^ —  ^  1*  (  ç,  r, } —  y  (<),  r.  )  --  r  i  :.  01  r-  I*  (o.  o). 

Nolii'  t'oriiiidi'  l'sl  donc  M''r'ilii''c. 

l.a  l'onclidn  /■(  7,  ^i  )  [ifiil  èlif  i-t-^ardoe  c'(jiniiit'  une  soilr  d.'  'j^i-wi-- 
lalisalion  d.'  la  (lorivccdeF(w,  <•).  Va\  elTot,  cette  fonction  du  poinK  x.  :!) 
donne  naissance  à  la  fonction  de  droite  F(  //.  c)  par  nue  inti-j^ration  à 
limite  reclilij;ne  \aiialile,  exailenunt  conirne  la  dérivée /'(.r)  permet 
d'engendicf  i)ar  int(-|jjratioii  la  fonction  /Y  ./j.  lui  ontre,  la  formule  (pii 
donne/(a,  [ï  )  présente  nne  remaripiahle  analo<;ie  avec  celle  ipii  donne, 
d'après  (laucliy,  la  dérivée  d'une  fonction  d"iini-  >iule  \aiialile. 

On  pent  assigner  une  limite  siip(''iieni('  an  module  de  /'(  y.,  'i  ).  Sup- 
posons (pie  l'on  prenne  eomnie  conihes  d"inli''i;ialioii  relalisemenl  à  // 

Jniirn.  lie    Miilh.   (>•  ^.-no),  Ion..-  \  1.         l'as.-.  IV,    kjoo.  5  | 


'l  I  2  ■'.    i.K    noix. 

«•1  r  (Ifs  coiclrs  ili'  nixons  lî,  U  ayaiil  pour  ci'iitn\s  les  poiiils  //  —  o 
et  i' r^  o.  Soil  M  lo  ina.ximuiii  du  iiiodtito  do  1*  ( //,  r  )  dans  li-  rliai)i|i 
limilo  par  roiisond)li'  ilc  ces  deux  coiirlx's,  o  le  iniiiiimiiii  tli- 


pour  les  valeurs  de  //  et  de  c  situées  sur  les  cercles  considérés.  On  a 
év  idem  ment 

niod_/\7.,  ^^<  j^,- 

1 1.  \oiis  ne  pourrions,  sans  trop  nous  écarter  do  noire  sujet,  l'aire 
dans  ce  Mémoire  une  étude  complète  de  ces  intégrales  doubles,  .le  mi' 
propose  de  traiter  cette  question  dans  un  travail  à  part  en  me  hornanl 
ici  à  fpn>l(pies  traits  essentiels.  Sans  ellectuer  l'inversion  de  noin'  iiih- 
grale  doidile  dans  le  cas  général,  nous  pouvons  cependant,  d'après  ci- 
«pii  ])récède  et  sous  certaines  réserves,  regarder  nos  intégrales  douMes 
comme  jouissant  de  toute  la  généralité  des  fonctions  analytiipies  de 
deux  variables  indépendantes,  quelle  que  soil  lacourlu-  aualyliipie  (pii 
sert  de  limite  fixe,  ou  les  courbes  à  deux  paramètres  ipii  servent  de 
limites  variables. 

<  observons  ci'piiidanl  cpie  la  généralisation  imniédial.-  de  la  lliémic 
précétlente  dans  le  cas  îles  limites  cui'vilignes  variables,  consiste  à 
prendre  comme  clianq)  d'intégration  le  triangle  formé  par  deux 
courbes  fixes  île  la  famille  et  une  courbe  variable.  I^orsipie  la  limite 
\\\o  est  une  courbr  quelconque  dune  autre  nature,  les  valeurs  de  ./•  et 
fie  >' qui  coriespondeni  au  cas  où  la  courbe  limite  variable  vient  tou- 
dier  la  limite  fixe  donnent  une  courbe  de  points  criliipies  algébriipies 
(courbe  de  ramification  )  de  la  fonction  définie  par  l'intégrale  double, 
si  toutefois  la  fouclion  iiili'i^rainlc  f{oi,  j3)  est  boloinor|ilie.  Si,  dans 
celle  bvpolbèse,  la  fonction  /"(a,  ^)  ne  s'annule  pas  idenliipii'Uient 
sur  la  courbe  limite  li\e.  la  courbe  correspondante  décrite  par  le 
point  (./",  )iesl,  en  général,  un  lieu  de  zéros  il'oifli'e  \  de  linh'grale. 
Ce  fait  ne  constitue  pas  une  dillicullé  réelle  au  |)ninl  <le  vm-  on  nous 
nous  filaçons,  car  la  fonction  /{^V-,  Jï)  n'est  pas  rirrr-ssitii-rnir/if  liolo- 
morplie  dans  le  voisinage  de  la  courbe  limite. 


I.NTK(;il\TION     IiKS     Ki^H  ATIONS     IINKAIHKS     MX     liKII  I  \  i:  KS     l' AIITI  ICI.I.KS.    1  I  i 

l'2.    \(iii^  jilloiis  iiiiiliili'iiaiil  imiiilii'i-  i|ii('  li's  itili';;r;ili's  t\i-  |;i  tonne 
I  //(«,  ^)«(,/-,  r,  a,  ';i)>/yi>/} 

|)Ossr(lenl,  sous  ('crtaiiics  condilioiis,  le  mêniL'  (lcj;ir  de  ^l'-iirraliti'-  i|mc 
Ifs  pircédonlos,  où  la  roiiclioii  int(''u:r(uidi'  ik;  coiilf-nail  pas  les  va- 
i-ial)l('s  .r  cl  )-.  .\oiis  l'cprésonlcrons  çiicoir  par  di-s  droilrs  les  liinilcs 
xaiiaMcs  du  cli;iiiip  d'inlr|;r-alion. 
(Considérons  daldud  rinli\:;i;dc 

j  ji'{r.  y,  y.,  '^)dy.<l} 

<l<)iil  la  valonr  est  une  fonclion  de  droite,  'j^fr,  )).  Nous  supposerons 
que  l'on  puisse  lui  faire  correspondre  une  fonction  c(a,  [3)  ne  s'annii- 
lant  pas  dans  le  clianip  <rinli''L:iation  et  telle  ipie  l'on  ail 

•j>(x-,>')=   /   j^-(y./^)dy.d''^=^   j  j  m.c,  y,  y..  'i)dy  d'^. 

Nous  dirons,  |)our  abiéj^er,  (pic  i-(a,  fj_)  csl  V iiitcgraiidr  de  ,}/( ./;,    y  ). 
S(»il,  d'aulre  part,  F(.z-,  ^-)  une  fonction  de  droite  à  laqindle  corres- 
|ioii(le  une  inti's:i-(indc  o(  a,  p")  relative  an  clianip  considéré 

l'X  "^'O'  )  •=    /   /  ?  (  ^  1  ?  )  'f'^-  >!}  ■ 

Il  sa,i;it  de  dénionlrer  (|ue  Ion  peu!   Iinuvei'  une   fonction   f(y.,   ^i) 
ti'lle  (pie  Ton  ait 

/    j  01  a,  ji)  dy  d'^  -.    /  "  f/\  a,  '^  )  //(,,■.  y,  y.  'p  )  dy  d}. 

Si  ii{.v,  y,  a,  |ÎJ)  se  ri'duisail  à  i'(  a,  Ji  i,  on  aniait 


1 1  I  1.    Il-:    lioi  X. 

\t,>ii>  prendrons  donc  coninn'  |H'i'inirn'  vidcnr  a|)[>r'o(li(''c  de  /"la.  |i) 
r  rj     _  ?(".  ?) 

("onsidcions  la  dillV-ronre 

F(,r.  V)  -  /7 J{5-^!  «(^,  7,  a,  ?  )  ./a  ./.3 

-    /  Y'^l^  [i-(  a,  ?)  -  «(.r,  ^)-,  a,  ?  )| ./:.  <i 

A  coll"'  dillV'i-ciico  correspondra  une  l'onclion  inléi;i'ande   s,  (a.  3), 
dont  nous  déduirons  une  nouvelle  fonction  /",  (a,  j3)  jiar  la  torniuli- 

]>uis  nous  passons  de  la  même  manière  à  une  fouet  ion  /',,(x,  ^  )  et  ainsi 
de  suite.  ()u  a  successivement,  en  représentant  par  1)(oj)  riulé},'raude 
dune  fonction  quelconque  w  relative  à  notre  champ  d'intétïratiou, 


D  f  fMi'~n)d^,l? 


r^:) 


./ 1  - 

<•( 

>-?1 

/.- 

-fp- 

.,(e—  «) 

<h  d'i. 

( 

'(«.  P) 

«'•qnalions  qui  son!  i''(piivalenles  aux  suivantes  : 

(aS)    < ;■; 


INÏKdltATKlN  MKs  KorvTIDNS  I.INhMIlKS  M\  Uliuniil-s  i' \  l!  I  1 1  I  |  |> .  '|  r  "i 
lltl    llH'll 

F^ii  si''i-i(! 

./;,+. A,  ^-...+/„^-... 

rsl   iiiiildiriiiMiii'iil  cinivciui'iili'  |i<Miivii  (|Mi'  le  cliii  m  |)  (l'i  II  t  ri;r-n  t  ion  soit 

Slllli-.,illllil('lll    |H'lil  .   Snicill,  l'M  rlli'l, 

M,,-,,     M„.     ....     [J. 

(les  liiiiilcs  sii|)(''ii(Mircs  des  modules  (11- 

/•  /.  «{.r,  r,  a,  3) 

•^"-"    -^ ^RIT"' 

S  mil'  liiniti'  siiinTiciiic  de  l'aiiv  du  cliiimii  (l"iuli\i;riilioii  :  nous  aurons, 
d'après  la  formule  élahlie  au  ii"  10, 

lorsque  le  eIiain|Kriuléi;ialiou  est  un  triaiii^lc.  Dans  le  cas  général, 
nous  aurons  une  relation  de  même  forme  pourvu  (|u"il  existe,  pour  le 
module  de  rintégrande/(^^7..  [3)  de  la  fonction  F(//,  c)  relative  au  sys- 
tème de  limites  considérées,  une  limite  supérieure  de  la  forme 

RM, 

/.  di'poiulant  soiilemenl  du  champ  d'inlé}j;Talion  et  du  domaine  où  F 
est  liolomorplie  et  M  ('laiil  le  module  maximum  de  F.  Nou.s  supposons 

eelle  eoudilioii  riMlisc'e  el  l'on  aura,  daiiscetle  li\  j)ollièse, 

M„<M„.,lvS. 

Il  résulte  de  là  (pie  noire  série  sera  uniforim'meut  converiiente  pourvu 


1    I  (l  .1.1    i        IMII    \  . 

i|M('  Inll  ail 

KS<  1. 

Suit  f\  a,  ^j  la  soimiii'  de  la  st'ric.  11  sa^il  de  (It'iiioiitiiT  l'/'^alili' 

(Considérons  la  suilo  des  ('"qualic^ns  dn  type  (  '^Ç)  ) 

f  f/„(oL,  ';i)ii(x,y,  u,  '^)d-xd';.  =  //(/,.  -/,  )•(«,  'f\<h.fP^, 

(^11  rii  lire  |iar  adililion,  en  vcriii  d(>  la  rotivi-riioncr  nnirnrini', 

f    I  /(y.,  ^  )  ii{x,y.  y.,  ^  )dy.  tf^ 
=  f  j' fjy./i)^-{y/{>)dyd}  =  f  foi  y/^)dxd''^  =■  V(.>\y\, 

Cl'  (|iii  di-nionlrr  noli'c  |ii'0|)ii.sitii)ii. 

15.  Il  o.'il  facile  d"a|)[ili(|uiM-  les  réstdials  (|iic  nous  Neiioiis  d'cililciiir 
à  la  tliéoric  des  éf|ualions  linéaiies. 

(jonsid(''rons  le  cas  des  éqnalions  du  second  ordre.  Supposons  i|ih', 
|iar  un  cliant^enienl  de  variaMe,  on  ail  pris  pour  plan  des  ./■^■  une  sur- 
face caractérisli(pic'.  ri  prenons  dans  ce  |)lan  un  n'-seaii  lincaiie  de 
courbes  (pielronipics  (non  caiacli''rislii|ncs  >  que  nous  repif-scnlcron-; 
pai'  une  é(pialion  de  la  Inriin' 

(  3o)  a;  -t  pr,  -f-  w  =  o. 


IN  IK(;itArii)N     liKS     lioLATlONS     LIMCMIIKS    MX     DKIUVKKS     l'A  11  I  I  KLI,KS.    '(  I  7 

7,  |i  (li'si^iiaiil  tics  piiraiii'-lics  arljilraiics,  \,  r,.  ".  des  ronctioiis  aiia- 
lyli(|ii('s  (|iielci)iK|iiL'!S  <1<'S  vaiialtlcs  ,/;  et  )\  Irllrs  ccpciulaiil  (jiie  les 
(oiirlic's  ;  —  o,  •/)  =  o,  ^  =  o  soit-iil  simples,  c'esl-à-dire  (|iie  les  dérivées 

M,  '.',...  ne  s'aiiiiiilc'iil  |ia>  idciiliMUiMiiciil  siu' ces  courbes. 
<;./    ôy 

Par  clia(|iie  couihe  du  réseau  passe  une  surface  caraclérisli<|ue autre 
(|iir  le  plan  des  .vy  et  l'eusendjlede  ces  surfaces  couslilm."  une  inl('-|,'rale 

c()in|i|rh'  ipie  nous  i-epi'i'senlerons  pai'l  r(]n.iliiiii 

(.■5i)  çp(.r,_y, -,  a,  .à)T^o. 

l'our  z  0  réipialinn  (^.'n)  admet  lonles  les  suintions  de  Téqua- 
lidti  (.io  )  en  y.  el  ^4.  S'il  v  eu  a  (Tanlres  nous  les  supposerons  en  dehors 
du  domaine  limite  ou  nous  ferons  vaiier  les  paramètres,  et  par  suite 
nous  excluons  aussi  les  valeurs  des  variables  ./•,)■  pour  les(pielles  cette 
séparation  ne  serait  plus  possible. 

(>ela  posé  considérons  le  Iriauj^ie  formé  dans  le  plan  (a,  ^)  [)ar  les 
axes  de  coordonnées  el  la  courbe  délinic  par  Téipialion  {'ii).  Pour  -  —  o 
cette  dernière  courbe  se  réduit  à  la  droite  (■'><>),  du  moins  dans  le 
domaine  limité  où  nous  nous  plaçons.  Far  suite  on  pourra  représenter, 
poui'  z  —  o,  [>ar  l'iuli'i^rale  double 

CVi^  U  =  /"//i;^-,  ?)  "(•^•,  J>  -  a,  ^  ),/a<3, 

eteudu<;  à  ce  triangle,  toute  fonction  liolomorpbe  (pii  ])eut  être  déve- 
loppée en  une  série  de  la  forme 

vA„(j)-(jr.    ' 

niyx,y,  -,a,  p)  désignant,  dans  la  formule  (32),  une  intégrale  primi- 
tive relative  au  système  d'intégrales  complètes  considérées. 

Il  est  évident  cpie  le  développement  (33)  ne  \wA\i  pas  donner,  même 
dans  un  domaine  restrriut,  toutes  les  fonctions  liolomorplies  des  va- 
riables ./-et  V  s'annulant  sur  la  courbe  î^  =  o.  Nous  compléterons  les 
résultats  obtenus  en  ajoutant  à  l'intégrale  double  IJ  des  intégrales 
sim|iles  relatives  aux   deux   faisceaux  de  caraclérislicpn's  <pii  corrcs- 


j|,S  .1.     I.K     noix. 

|M>ii(l-Mil  ;iii\  l'in^d'iuiv  (le  coiiihes 

pT,  +  î;  =  o. 

Nous  aurons  ainsi  l'inli'iiralr 

-+-  f      9,(3)//(.':-,.\-,  0,0,  3V/^ -I- i;(.r,y,  o), 

i|iM  ])eul  rcprosenlor  dans  un  ccilain  domaine  loutc  fonclion  liolo- 
niorplie  do  (.'■.>'')  ([ni  s"annul(>  sut-  la  courlie 'C  =  o.  Si  l'on  suppose 
;  ^  o  il  faudra  reni[)lacer  des  limites  supérieures  des  deux  iuléi;rales 
simples  par  celles  des  racines  des  deux  étjualions 

z(.r.  \\  z,  a,  o  )  -—  o,  :-(  ./•.  i'.  r,  o,  |i)  =  o 

qui   se   réduiseni    resprclixemi-nl    à   ^   cl    ^    pour   ::    -  o.    I,  intégrale 

lS.,{.r,y.  z)  ainsi  (dileiiue  (•<!  nulle  sur  la  surtace  caraclérisliipie  S  (pii 
coupe  le  plan  des  xy  sui\aul  la  rmirhe  Z  —  o  el  se  l't'diiil  pour  r  -=  o 
à  une  fonclion  arbitraire  des  variables  r  et  >'.  Kn  prenant  maintenant 
pour  hase  la  surface  caractéristique  S  nous  pourrons  déterminer  de  la 
même  façon  une  inlét,M'ale  \  (|ui  s'annule  p<iur  r  —  o  et  ipii  prenm- 
sur  S  les  valeurs  d'une  fonclion  liolomor|)lie  ipii'Icouipie  donnée 
davaîice.  L'i'usend)le  de  (■••s  deux  solutions  donnera  <loue  I  mléj^frale 
holoniorplic  la  |)lus  générale  ipii  s'annule  sui  la  eourhe  (rinlcrseeliou 
des  deux  surfaces  caraclérislicpies.  Pour  compléter  la  solution  du  pro- 
lilémi-  il  suffira  d'ajouter  au  i('"sullat  préci-denl  un  ternie  (pii  soit  sus- 
ceptible de  prendre  sur  la  courbe  d'inlersecliou  des  \aleurs  choisies 
rl'avance.  Nous  prenditms  pour  cela  une  intégrale  relative  à  un  faisceau 
de  suifaces  caraclérislicpies  dont  aucune  ne  passe  par  celle  courhe.  Tel 
est.  par  r'xemjile,  li-  s\s|énn'  lonm''  |)ar  1rs  suilaies  caraeti'ri>ti(iues  «pii 
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(■oti|iciil  \r  |iliui  (les  ./^' siiivjiiil  les  coiirljf'S  (lu  fiiiscciui 

;  +  Ar,  =  o. 
L'inlc'j;r;ili'  piiiuilivo  correspondantL-  so  (lùduira  (.mi  }j;(''ii(''riil  de 
ii(.r,y,z,7./;i), 

fil  y  rcniplaçanl  j3  par  Xa  et  en  faisanl  ensuite  croîlre  a  ind(!'riuimenl. 

En  r(jsuni(!',  la  solution  obtenue  comprend  deux  inlégralc.s  ilouhlrs 
rela/ncs  à  des  réseaux  de  surfaces  caractéristiques  à  deux  para- 
mètres, et  des  intégrales  simples  relatiics  à  des  faisceaux  à  un 
paramètre,  auxquelles  on  peut  ajouter  des  solutions  particulii'-res  en 
nombre  limité.  Au  point  de  vue  de  la  lli(!'orie  des  fonctions  de  trois 
variables,  la  partie  essentielle  de  la  solution  est  fournie  par  les  iiiti-- 
};rales  doubles.  Nous  nous  sommes  servis  pour  y  arriver  de  deux 
rt'seaux  de  surfaces  caracltjristi(iues  et  de  deux  intc'jjfrales  primitives 
coirespondantes;  nous  avons  dû  proc(''der  ainsi  pour  ramener  à  la 
forme  lin(!'airc  les  (iquations  qui  d(-'linisscnt  les  limites  de  nos  int(^grales 
doubles,  en  vue  de  l'inversion,  mais  il  est  (évident  que  c'est  là  une 
nc'cessild'  en  quelque  sorte  artificielle,  dont  nous  serions  alTranchis 
par  une  (}tude  plus  complè-tc  du  procé'dé  de  représentation. 

D'ailleurs,  quand  on  connaît  une  intégrale  primitive  relative  à  un 
systènie  de  surfaces  caractéristiques,  on  peut  en  déduire  une  autre 
intégrale  primitive  relative  à  un  système  de  surfaces  caractéristiques 
(juelconqucs  emeloppées  par  les  premières.  La  démonstration  de 
cette  proposition  se  ratlacbe  à  la  tbéorie  des  intégrales  doubles  envi- 
sagée au  point  de  vue  que  nous  avons  indiqué  et  qui  fera  l'objet  d'un 
procbain  Mémoire. 

Quand  le  discriminant  de  l'équation  aux  dérivées  partielles  des 
caractéristiques  est  dilTérent  de  zéro,  les  surfaces  caractéristiques 
peuvent  être  toutes  considérées  comme  des  enveloppes  d'une  famille 
d'intégrales  complètes.  Dans  ce  cas,  la  connaissance  d'une  seule  inté- 
grale primitive  suffira  pour  représenter  analx  ti(|U(Mnent  toutes  les 
solutions  de  l'équation  proposée. 

L'extension  des  résultats  précédents  aux  équations  d'ordre  supérieur 

Jotirn.  (le  Malh.  (j-  série),  tome  VI.  —   l'use.  IV,  u,..o.  55 
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au  second  ne  présente  pas  de  difficulté  sérieuse;  elle  peut  se  faire  en 
suivant  la  méthode  indiquée  dans  notre  Mémoire  Sur  les  équations 
linéaires  aux  dérivées  partielles  à  deux  variables  indépendantes  ('). 

I  i.   Application  à  quelques  exemples.  —    1.   Considérons  dabord 
l'équalioM 

,  .  0^  tt        d^  u        t>*  M 

L"é(iuation  des  surfaces  caractéristiques  admet  l'intégrale  complète 

(a)  xcosa -+- )•  sina -t- 3  —  ^  =  o, 

a  et  3  désignant  des  constantes  arbitraires,  et  comme  solution  primi- 
tive correspondante  on  peut  prendre  u^=  \.  Au  point  de  vue  où  nous 
nous  sommes  placés  l'équation  (i)  est  donc  intégrée,  puisque  nous  pos- 
sédons les  éléments  nécessaires  jxtur  représenter  analy  tiquement  toutes 
les  solutions. 

11.   Prenons  ensuite  l'équation 

ô-a  0- Il        I 

- — j-^  —  A7/  =  o, 

ox  or        Oz^ 

qui  peut  se  ramener  à  la  précédente  pour  k  =  o.  Nous  supposerons  A 
constant.  L'équation  des  surfaces  caractéristiques  admet  l'intégrale 
complète 

a,y  -+-  -  -H  r  —  3  =  o. 

7.  ' 

Posons 

Y  ^  a./;  +  '^  +  z. 

Tarmi  les  intégrales  primitives  relatives  ù  l'intégrale  complète  con- 

(')  Jninnal  de  Malliriitntiiiuat,  5"  série,  I.  IN'. 
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sifk'TL'f,  on  a  la  siiivaiile  : 

^'•'''1-^  1.1  1.2.1.5 

(lui  so  ratlaclie  aii\  l'oiiclions  de  lîesscl 

u{x,  y,  z,  a,  ?)  =  J„  [  o.  v^ax(p-Y)]. 

Ces  cK-mcnls  siifCisenl  pour  rcprosenlcr  loules  les  intégrales. 

III.  Considérons  eiilin  réquation  suivante,  qui  admet  des  caracté- 
iisli(|ues  singulières, 

à- u  Ou  

()x  Oy        ôz 

l.'i''(|uation  aux  dérivées  partielles  des  surfaces  caractéristiques  est 

t>!p  d'Jf  

dx  dy 

Les  surfaces  caractéristiques  singulières  .sont  des  plans  parallèles  au 
plan  des  xy\  les  autres  forment  deux  séries  de  cylindres  enveloppés 
respectivement  par  les  deux  familles  de  plans 

X  -h  <XZ  —  jï  =  0, 

y  +  y.z-}=-.o. 
Aux  |)!ans  de  la  première  famille  correspond  l'intégrale  primitive 

et  à  ceux  de  la  seconde  famille  l'intégrale  analogue 

licDiarfjucs.  —  Dans  les  pages  qui  précèdent  nous  avons  seulement 
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esquissé  la  int-tliode  f^^ént'rali-  (rinlt'-i^ralion  dos  ('■([ualioiis  linéaires. 
Les  dilTéronles  (|uestions  (|ui  se  sont  préseiilées  dans  ces  reclierclies  : 
relations  entre  les  inlés^rales  primitives,  application  de  nos  résultats  à 
rétude  des  singularités,  etc.,  donneraient  lien  à  des  dévelnjipcnicnls 
intéressants.  Mous  v  reviendrons. 
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Dcnioiistrdtio/i  de  (luclriiic.s   tlu'orinies  sur  les  cqitatioii.s 
diffcrenticUcs  ; 

Par  m.  Erxst  LLXDELÔF. 


1 .   I]lanl  donné  un  système  d'équations  difTcrcnlielles  ordinaires 

nous  nous  proposons  d'étudier  ses  solutions  générales, 

(2)  yi=Oi{x,x„,y'l,...,yl)         («  =  i ,  2,  . . ., /<  ). 

comme  fonctions  des  valeurs  initiales  ■x^,  y",  ...,yl.  Nous  nous  pla- 
çons d'abord  dans  le  cas  où  les  variables  et  les  fonctions  ne  prennent 
({ue  des  valeurs  réelles. 

Pour  abréger,  nous  conviendrons  de  dire,  en  regardant  .r,^',,  . . .,  >„ 
comme  les  coordonnées  d'un  point  de  l'espace  à  n  ■+- 1  dimensions, 
que  les  équations  (2)  représentent  la  caraclérisliqiie  passant  par  le 
point  Xa,y\i  ••  mJK"-  Considérons  en  particulier  la  caractéristicpie 

(^)  yi='^i{x,x\,y'\,...,yl)  =  ':^i{x)         (t  =  1,  2, . . ., /<), 
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(|ui  passe  par  un  point  donné  -v^yy",  .  ••..>'«»  cl  adnicUous  les  hvpo- 
t  lu-SCS  suivanlcs  : 

i"  Les  fonctions  o(j')  sont  continues  flans  rintcrvallc  |.r  —  Jal^/. 

2"  Les  seconds  membres  dos  éiiualions  (i)  sont  dos  fonctions  con- 
tinues de  x,y,,  ....  Y„  dans  le  domaine  T  de  Tespace  à  //  -+-  i  dimiii- 
sions  défini  par  les  inégalités 

(î)       \x-x,\<l,         \y,  —  ô,{x)\-h...-h\y„-o„(.v)\<p. 
3°  De  plus,  ces  fonctions  satisfont  à  la  condilion  de  Lipsclnlz  : 

i/,(-j^,y,,----r;,)-//(-^,7n----v„)i<A-,i/,-j,i+...-f-/.„ir;,-v,,i 

X,  j',,  . . .,  )'„  ot  x\,  y\,  ....  y',i  étant  deux  points  quelconfiiios  du  do- 
maine T  et  A',,  . . .,  /i„  des  constantes  positives. 

Os  conditions  supposées  remplies,  la  méthode  d'intoi^ration  de 
Cauchv-Lipscliitz  (')  nous  apprend  tpie,  par  chaque  point  do  T,  passe 
une  caractéristique  et  une  seule  (-),  laquelle  restera  continue  tani 
quelle  ne  sortira  pas  de  ce  domaine.  Prenons  d'abord 

(5)  x,  =  x„,         y:=y:  +  r/;,  . . .,  j^,  =X;  -+-  r^l 

|)our  coordonnées  du  point  initial  et  posons 

f>i=y,-yi=9i^^^  •ï-o.>'"  +  ■/!','>  •  •  •jr"  +  ^i",)  —  ?.Cr,  •'•,.. r*,  •  •  •,.v;,). 

Nous  aurons 
iSi)'-^=fi{x,yy-^r,,,...,y„^ri„)-fi{x,y,,...,y„)     (/=i,2 «), 

(')  Voir  E.  PicARU,  Traîlé  d'Analyse,  t.  Il,  p.  agi,  el  Comptes  rendus. 
juin  1899.  —  P.  I'ainlevé,  flitllclin  de  la  Société  Mathdmati'/tir.  l.  XWII, 
p.  i4o. 

(')  Pour  ce  dernier  point,  voir  le  Mémoire  de  l'auleur  inséré  dans  le  .Imirnal 
de  Mfillicnialif/tifS.  l.  X,  p.  117;  189^. 
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(Toi'i  il  suit,  en  vctlu  d»;  riiy|)OllK'SC  3", 

|ê'|</M|-^.|-H...4-A-„|T.„|         (/=,,:>,. .../,,), 

ou  (Micon-,  (Ml  ajoulant  ces  inc•5,^'^lilc•s  cl  désignant  par  Iv  le  plus  i,Taiul 
dos  nouibres  A, 

|,^(|-'].|-t---+h„|)|<|è|+...+  |^|<«K(|-^.|+...4-h„|;, 

et,  par  suite,  en  intégrant, 

(7)         h.|  +  ---+|-iJ<(h:i+---^-h;;i)c'"''i--.i, 

iiu\t^alité  qui  subsistera  certainement  tant  que  la  caractéristique  pas- 
sant i^ar  le  point  ("ï)  restera  comprise  dans  le  domaine  T,  c'est-à-dire 
tant  (ju'on  aura 

Or,  si  nous  imposons  aux  (pianlilés  r;"  la  condition 

(«)  iv;i+---+i-i;;i<?e-"'", 

le  second  membre  de  (7)  restera  inférieur  à  p  dans  tout  rintervalle 
1^  —  ^"o  1  =  ^-  Il  en  sera  donc  de  même  du  premier  membre;  car  celui-ci, 
étant  inférieur  à  p  pour  x  =  x^,  ne  saurait  atteindre  la  valeur  p,  poui- 
une  valeur  x  dans  l'intervalle  considéré,  qu'après  avoir  dépassé  le 
second  membre,  et,  d'autre  part,  d'après  ce  que  nous  avons  dit  tout  à 
riieure,  le  premier  membre  de  (7)  ne  saurait  dépasser  le  second,  pour 
1^  —  a;o  I  <  /,  qu'après  avoir  atteint  la  valeur  p.  Donc,  la  carachh-i.s- 
tique  passant  par  le  point  a'o,  7"  -h  Y]"  ,  . . . ,  yl  4-  ■(]"„  restera  comprise 
dans  le  domaine  T  et  assujettie  à  l'inégalité  ( 7  )  pour  U'  —  -x^o  I  =  /, 
dès  que  la  condition  (8)  sera  remplie. 

Cette  conclusion  se  généralise  de  suite  en  substituant  au  iioiui 
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.r^,^",  ...,  v')|  un  point  quelconque  de  la  caraclérislique  (3).  Nous 
arrivons  ainsi  au  résultat  suivant,  dont  nous  aurons  à  faire  un  usajîe 
continuel  : 

Lo  ra/acfcrt.slif/uc  passant  par  un  point  quelconque  x^,  y'\,  •  ■ . ,  JK," 
(///  (loniaine  T„  défini  par  les  inéi^alitcs 


(9) 


k-.r„|</, 

|7.-ô,(a-)|+...+  lj„-ô„(.r)|<cc-'"'('-l--'», 


reste  comprise  à  l'intérieur  fin  domaine  T  et  assujettie  à  la  condi- 
tion 

I  t 

pour  toutes  les  i^aleurs  x  appartenant  à  l'inle/^alle  \ x  —  ./■„  j  5 /. 

2.  D'après  cela  nous  pouvons  affirmer  que  les  solutions  {i)  sont 
des  fonctions  bien  définies  de  x,  x^,y1,  .  ■•,}'",,  pour  x  dans  Tinler- 
valle  |x  — x„  |</ct  .rj,y",  ■■■,y",  dans  le  domaine  T„.  Nous  allons 
faire  voir  que  ce  sont  des  fonctions  continues. 

Considérons  à  cet  effet  la  caractérisli(iue  passant  par  un  point 
x„  -\-  lXo,y1  -h  ly'l,  ■  ■  ■  1  y", -h  ^y",,  compris  dans  le  domaine  T,,  et 
voisin  du  point  Xa,y",  ...,/,",  et  posons 

r„  =  ç,-  (  j?,  x„  +  Axo ,  y"j  -+-  Ay] )  -  9,- ( x,  x„ ,  y'}  ) . 
Le  théorème  ci-dessus  nous  donne,  pour  [a; — ^0  1='? 

I 

Mais,  en  dési^Mianl  |)ar  M  la  plus  granfic  vali-ur  absolue  des  seconds 
membres  des  équations  (1)  dans  le  domaine  T,  on  a 

lr"-?,A^o  +  A^.)N|?,(xo)-?.(^.-t-A.rJ|<M|A.r„|. 
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Il   vii'lll   (InllC 

ri  rdiniiH' on  a  d'ailleurs,  pourl^;  +  Ax  —  ^u\=^f 
iKitis  IruiiNoiis  ciiliii  riiicgalilé 

I 

<  ( lAx*;  I  + . . .  +  lA;-;;!  +  «  m iax„  dc""'-'^--»"  +  «m  |  ax \, 

qui  nous  inontro  (|iu'  los  solulions  (a)  sont  des  fondions  continues  di' 
X,  Xo,y",  ■■■,}■',',  pour 

U-  -  ■»■«  I = /,     /■„  =  a^'o  '      7','  =  r '.'  '      •  •  •  '      y",  =  r  "  • 

Mais  ce  résultat  s'étend  imniédialeuient  à  tout  système  de  valeurs 
x'„,  y",  . . .,  j'„  re[)résentanl  un  point  du  domaine  T„  (()).  En  efiet,  les 
raisonnements  et  les  conclusions  qui  précèdent  restent  encore  valables 
si,  à  la  caractéristique  (3),  nous  substituons  une  caractéristique  quel- 
conque passant  par  un  point  de  T„,  puisque,  d'après  le  n°  I,  une 
telle  caractéristique  reste  comprise  à  Vinléricur  du  domaine  T  poui 
\x  —  x„\<C^l.  Nous  avons  donc  démontré  ce  tliéorème  : 

En  (idnicllanl  les  livpollicsc.s  cnonccrs  au  n"  1,  lis  solutions  drs 
équations  (i)  qui,  pour  x  ^^  x„,  prennent  respectivement  les  râ- 
leurs y'\,  . . .,  jk"?  sont  des  fondions  continues  de  x,  x„,  y",  . . . ,  y"^, 
tant  que  la  rariahle  .v  restera  dans  l'intcnallc  \x  —  x„\^l  et  le 
point  x„,  y",  . .-,  y",  dans  le  domaine  ï„. 
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r>.  ('oiipiclrrdns  en  second  lifii  un  syslômc d'équations rlifrrr'Milifllos 
(")      S  =/'(■*••>'"•••'->'«>  !^)=/,(^>7y'."-)  («■=  1,2,.-.,"), 

où  ligure  un  parainèlre  arl)itrairf  u,  el  soient 

(12)  r.=  ?/(-^'' î^)  ('  =  '.2 n) 

les  équations  de  la  caractéristique  passant  par  le  point  Xg,y",  . . .,  /". 
Nous  allons  étudier  les  9  comme  fonctions  du  paramètre  (x,  en  faisant 
les  hypothèses  suivantes  : 
1°  Les  fonctions 

sont  continues  pour  \x  —  •i'o\'S  l. 

1°  Les  seconds  membres  des  équations  (11)  sont  des  fonctions  con- 
tinues de  x,^,,  ...,y„  et  [JL  pour  les  valeurs  .r,y,,  ...,7,,  comprises 
dans  le  domaine  T,  (4),  cl  pour  |  fJi  |  <  /•. 

3"  Ces  fonctions  vérifient,  eu  outre,  les  inég;alités 

l//(^>7}.  !^)  - /-•(■^■' -Xy  î^) l< ^^ I y\  - >'. I  -t- •  •  ■  +  l^n\y\,  - 7« I, 

.r,  ^,,  ■•..7,,  et  J7, 7',,  ■••jJKh  t^lii'il  deux  points  (pielconques  du  do- 
maine T  et  a  inférieur  ou  é}i^al  à  r,  en  valeur  absolue. 
V.n  faisant  comme  plus  haut 

fi.  =  7.  -  r-=  ?'(-^'  1^)  -  ?.(-^'  ")' 
nous  aurons 

(Ê  =/'(■*■'/. -t-^iM- ••,/«  + TQ«,!^)-/.('^>  7 v„,o) 

+  [/.(•^.  7;»  !^)  -/.(^,7y.  o)] 

(/^  1,2,  ...,n). 
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Soit  //i(i)  hi  |iliis  j;riiii(lc  \alciu'  iiltsoliic  (1rs  e\|)i'('.ssioiis 

//(^•,r.,--.,r«,!^)-/,(^',J,,  ...,y,„o)  (/=  1,2,  ...,//j. 

pour  |x  -  ic„|</,  [u.  \<c(<r);  IV-^-aliU;  précocl.Milo  nous  donnera 

|^|</'.h.!+----+-/.«h„i  +//«(o)      (/-.  1,2,  ...,/i), 

<Hi  .'Il  ajoiilani,  n  drsi^iianl  toujours  pai'  Iv  le  pliis-iari.!  (|r>  iioiiiliros  A, 

|s(l^.i+--lv)|<|ê|+...+  |f^| 

<  /iK(| •/],  I  + .. .  4-  I •^„| )  -t-  «m  ( i)^ 
«l'oi'i  l'on  tire,  en  observant  (jue  les  r,  s'annulent  pour  x  =  Â-„, 
('«)  |-/i.|+...+  |rî„|<^^(,.''^U-îl_0, 

iiiépilitr  (pu  subsistera  certainement  lanl  (pi'on  aura 

Or,  puisipic  la  (|uaulilr  /)/(o),  en  vertu  de  riiy()ollu'-se  2",  tend  vers 
zéro  ru  uiruic  temps  (pic  o,  nous  pouvons  trouver  une  valeur  o^, 
telle  (jue 

Le  second  niendjre  de  (il;  restera  donc  inlùrieur  à  p  pour 

I  ô?  —  x'o  I  <  /,  I  a  j  <  o„ , 

cl,  pai'  suite,  nous  arrivons  à  cette  conclusion  (pie  /a  caraclcrisliquc 
(i2)  n'.strid  l'nfcriti,;'  ,lans  h-  domaiitr  V  ri  assujetlia  à  L'i né -fa- 
ille (r'ij  putir  loulrs  1,'s  râleurs  x  comprises  dans  l'inlenalle 
W  —  ^ii\'îli  'l<''i  qu'on  aura  |  ij. | '2  o„. 
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Los  ([uanlités  r,  tomljint  cK-s  lors  unifoinn'monl  vers  zéro  dans  liii- 
lorvallo  |.r  —  ^n  |  < /,  lorsque  a  tond  vers  zéro,  on  voil  que  les  solu- 
tions (i9.)  sont  des  fondions  conlinucs  de  x  et  u.  pour  |j:  — .r,,'^/, 
a  =  ().  Mais,  d'après  les  résultais  ei-dessus,  celte  conclusion  s'ap|)lii|iie 
aussi  bien  à  toute  antre  valeur  u.  telle  que  |  u.|^ôo,  et  nous  pouvons 
donc  énoncer  encore  cet  autre  résultat  : 

Soits  les  conditions  cnumârécs  plus  haut,  Irs  solutions  (12)  du 
système  (i  i)  sont  des  /onctions  continues  de  x  et  \i.  dans  les  inter- 
na/les I  iC  —  Xo  I  =  /,  I  «■  I  =  Oo- 

Ih'iiKiiqiii'.  —  Les  jiroposilions  que  nous  venons  de  démontrer 
sétendent  ininiédiatenienl  au  cas  où  les  seconds  menilires  des  équa- 
tions (11)  dépendent  d'un  nombre  quelconque  de  paramètres  arbi- 
traires. On  pourrait  en  déduire  aisément  les  résultats  des  n""  1  et  2. 
mais  pour  rendre  l'exposition  plus  claire,  nous  avons  préféré  suivra 
Tordre  du  texte. 

4-.    Appliipinus  le  résultat  précédent  aux  écpiations  linéaires 

l  -j^  =F,„(a;,  a,,  ...,  a,,)  4-.A-,  F,,(.f,  u.,,  . . .,  u.,,) -I-. . . 
<''^)      ;  H-7„F,„(x,a,,...,a^) 

(  («■  =1,2,  ...,«), 

en  supposant  que  les  F  sont  des  fonctions  continues  de  x  et  des  para- 
mètres a,,  ...,a^,  tant  que  x  restera  dans  l'intervalle  |  a:  —  -i^o  !  f  •  f"' 
a,,  . . ..  [Xp  dans  certains  intervalles  dont  nous  désignerons  l'ensenible 
i>ar  (u.j.  L)  après  la  prf)priete  fondamentale  des  équations  dilVéren- 
tielles  linéaires,  laquelle  est  une  consécpiencc  immédiate  de  la  mclbode 
d'inté^^ration  de  Caucliy-Lipscliitz,  les  solutions  du  système  (lo")  (pii, 
pour  X  =  .r„,  prennent  des  valeurs  constantes  quelconques^",  . . .,  y'^, 
peuvent  être  présentées  sous  la  l'nrme 

(  r<  =  'l'-C'^'  II.,  . . .,  u.,,  )  -+-  y'\-li,{-c,  a,,  . . .,  (Ap)  ^.  . . 
(lO)  ^  r,",  •},„(.«•,  a,,...,  a^) 

'  (•]/,,  =  I ,  •!,*  --    o  pour  ./•  =  x„  i  ^  A  ), 
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les 'I  (''Uiiil  fies  fonctions  continues  de  jj  j)our  j ./;  —  x^  |  / /,  quels  «pic 
soient  [i.,,  •  •  -1  [-'•/jdans  les  inlcivalles  (a).  En  (lcsif,Miant  par  a",  . . .,  a" 
un  système  (juclconcjne  de  valeurs  comprises  dans  ces  intervalles,  on 
voit  dès  lors  fjue  les  ('(jualions  (ij)  satisfont  à  toutes  les  hypothèses 
énoncéesau  n"t"î,  pour  j.r  —  x„  |  ^/,  a,  —  [-«."  |,  ...,  !«•/,—  ,u."  |  inférieurs 
à  certaines  limites,  et  >,,  ..,  v„  compris  dans  des  intervalles  finis  (juel- 
concpies.  Donc,  d'a[)rèsle  résultat  du  numéro  cité,  les  expressions  (lO), 

ou  l)ieu  les  -Ki",  a ,  jJ./,)  sont  des  fonctions  continues  de  x,  u.,,  . . ., 

Up  pour  ./■  dans  l'intervalle  \x  —  a'„  |  ^  /  et  [x,,  ...,  [Xp  dans  un  certain 
voisinage  des  valeurs  a",  . . .,  i/.",  et  comme  ces  valeurs  étaient  choisies 
arhilraireiihiii  i!;iiis  les  inter\alles  (y.),  nous  ohlonous  par  >uile  le 
théorème  (pie  \()ici  : 

Si  les  seconds  rncmlircs  drs  crj nations  linraires  (i5)  sont  îles 
fonctions  ronti/iiirs  <li'  .t\  a,,  . . .,  ij.^  poitf  \x  —  X(,\'ll  el  pour  les 
valeiifs  a,,  ...,  a^,  <ftn>j)fis<'s  ilans  certains  interialles,  il  en  est  de 
niènic  des  solutions  de  ces  éi^uations  qui,  pou/-  x  =  x^,  prennent  des 
râleurs  constantes  fjucironqucs. 

o.  Retournons  au\  écpialions  (i),  en  adoptant  la  notalion  et  les 
hypothèses  du  n"  1  mais  su[)posant,  en  outre,  que  les  seconds  membres 
de  (i)  admettent  des  dérivées  partielles  du  premier  ordre  par  /ap- 
port à  y\,  .  . .,  y„  qui  sont  des  fonctions  continues  de  x,  y■^^  . . .,  v„ 
dans  le  domaine  T.  Dans  ces  conditions,  nous  allons  démontrer  que 
les  solutions  générales  (2)  de  nos  équations  ont,  par  rapport  à  x,  x^, 
y'\ v",  des  dérivées  du  premier  ordre,  continues  pour  x  dans  l'in- 
tervalle I  ./•  -    Xa  ^l  cl  Xa, y'\ 1"  dans  le  domaine  Tj. 

Nous  partons  des  équations  (G)  que  nous  écrivons  sous  la  forme  {^ ) 


(•7) 

(  («  =  1,  2,  ..., //) 


djc  =  ■'""^"  ^'^'  ■'■'"'  •  •  ■'  ^")  +•  •  •+  VF<«(^.  •']'.',  •  •  -,  -O 


(')  Cf.  la  Note  de  M.  IlAnA>URU,  Sur  les  inléff  rates  d'un  syslcnie  d'équations 
diffère  miettes  ordinaires,  considérées  comme  fonctions  des  données  initiâtes 
(Butlctin  de  la  Société  Malliémaliijue  de  France,  l.  \\\  III,  p.  6.'|),  N'ote  dont 
nous  n'avons  eu  connaissance  qu'après  avoir  livre  le  manuscrit  de  ce  Mémoire. 
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en  posant  (pour  aljrcgcr,  nous  écrivons^',  an  lieu  dey,  ■+-  r^i) 

Cr^  expressions  sont  (/rs  fondions  continues  de  x,  r,",    ...,  y;)| 
pour  X  dans  V intervalle  \x  — -("0  1  =  '  <?^  /jo«/-  /fs  i^alcurs  rj",  . . .,  y;" 
satisfaisant  à  l' inégalité  (  8).  En  effet,  pour  ces  valeurs  de  x  et  des  fj', 
les  y  et  les  Tj  sont,  d'après  le  n"2,  des  fonctions  continues,  et  les  points 
dont   les  coordonnées  sont   respectivement  .r,  /,,   ...,  y„;  x,  y,, 
1...  ...,  >'„;  ...;  r,  >'i,  Va,  ■..,yn  restent   compris  à    l'intérieur  du 

domaine  T.  D'après  les  hypothèses  du  n"  1,  les  expressions  entre  cro- 
chets ci-dessus  seront  donc  aussi  continues,  et,  par  suite,  la  fonction  F,;^ 
sera  certainement  continue  pour  les  valeurs  .r,  r,",  ...,  /"("qui  n'an- 
nulent pas  Y]*.  Mais,  d'autre  pari,  le  lliéorènie  des  accroissements 
linis  nous  donne 

F,*  =  ^ (-i-, >'. ,  •  •  • , ;•*-,, y»  -f-  Or,A.  Vk. ,  y„ )        (.0 < 0 < 0, 

d'où  nous  concluons,  en  vertu  de  l'hy|)ollièse  faite  au  déliut  de  ce 
numéro,  que  la  fonction  F,*  est  mcoïc  coiitiuue  jxmi'  les  \aleurs  .r, 
r/,',  . . .,  fj"  annulant  t^,,  et  com|)rises  dans  1rs  intervalles  indi(|iiés.  Notre 
proposition  est  donc  déinontri-e. 

Dès  lor's,  lions  aurons,  en  a|i|ilii|uaiil  an\  ('(inalKiiis  (  i-  )  le  lésnllat 
du  n"  i, 

j  r„=- 9,(ar,  a-„, y'\  -f-  'C  .  ..,yl  -h  T^l)  —  o,(.f,  .r„,  v",  . . .,  yl) 

(        (■}»  =  ' >  |,A  -^  o  ponr  r  =  x„  ;  /,  A  =  i ,  2,  . . . .  «,  /  ^^  A), 
les  ■{/  étant  des  loi  ici  ion  >  ci  ni  lin  nés  de  .r,  r,",  .  .  .,  y;))  pour  \x  —  J^o  I  =  ' 


TlIKOnKMES    Stil     I,KS     KQ.XTIONS     t.  m  KHKNTI  ELLES.  yU 

otpnur  los  val-urs  ^:,  .  .  .,  ^;;  salisn.isaM.  à  rinr^alàr  f« ;.  Donc    l.s 
(liJlcrciices 

j-MCr,:^:,  ...,  y;;;)  _;„(.^,  „,...,„)  (/,  ^  =  , ,  2,  .  .  .,  ,,) 

l'-Mi.Ironl  (  .inilonn.-in.M.I  )  vr-rs  z.to  avec  r/,',  . . .,  -z^»,  pour  |x  -  x  j  f  / 
01,  i.arsu,|r,MoMs|,oMvoMsi,rrrdrsr(,ualions(,8)celle  conclusion  que 

.>',  -y",  •  ■  .,r"  =  v;;,  ./.-.s-  ,l<'n\r,'s  partlcUr.s  du  nrrmirr  „r,ln-  par 
rapport  ay'l,  .  .  .,  j»,  dont  los  valeurs  sont 

jjj  U-,  a-,„  r;, ...  J-;;)  =  .^.^(^.^ ,,  ...,a)=^.,(x)    (i,k  =  ,,2, ....  „ >. 

On  ol,li,M,.  évi,l,.nM,n-Mt  l.s  fondions  ^,„  ^f;,,,  .  .  .,  ^f^,,  ,„  i„t,v,,„, 
los  ('(jualioiis  linéaires 

avec  los  comlilions  initiales 

A  =  I ,      ^  ,=...=  \  <_,=  \^^,  = ...  =  Y,^  =  o,      pour     x  =  l:„. 

Quant  au  paramètre  .r,„  mous  faisons  renianpier  ,pr„„  a  i.lenl„,ue- 
nient  ' 

?,(x,  -X,  +  Ax„,  y:,  . . .,  v;;)  ^  ,^(^,  -,  -0  _^  ^^0^  _  _  _^  -,,  ^  ^^^,,,^_ 

les  A^"  désignant  des  (pianlil.'.s  .p.i  tendent  vers  zéro  avec  A,,-,  d.-  |,.||.. 
manière  (jue  ' 

''""ë;  =  -/'(•^o, ?;, . . .,  J-;;)      (/  = ,,  ^^ . . .,  ,,^_ 

Kcrivons  cette  identité  sous  la  forme 
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l,ors(Hio  Xi\,  tondra  vers  zéro,  lo  second  inendnv  juira  pour  liiuili 


-|J^(^,^-.,>';V.U.y:.. ..,>-;;: 


^{x,.Vo,  y"  )/„(  -ï-o  ,;■".••• ,  r"  )  J  ' 


l'I,  par  suite,  ccUc  expression  représente  la  dérUée  de  la  fonction 
Oi{x,x„,y%...j^yl)  par  rapport  à  x„  pour  x„  =  a7o,  y",  =/;,  ..., 

G.  Les  résultats  (juc  nous  venons  d'étahlir  jiour.ro  =  -^oi  y",  =^y%  •••i 
)J|^y",  s'étendent  iinniédialeincnt  à  un  point  (juelconque  .c„, 
y",  ...,  yl  du  domaine  T„.  Il  n"v  a,  eu  elVel,  (|u'à  reconimencer  la 
démonstration  précédente  en  y  sulistituaut  à  la  caractérisli(jue  (3) 
celle  qui  passe  par  le  point  x„,  y",  . . .,  yl  cpion  considère.  Nous  arri- 
vons ainsi  au  théorème  suivant,  qui  résume  les  principaux  résultats 
acquis  jusqu'à  présent  : 

Si  1rs  seconds  n)end>res  des  équations  {\)  ainsi  que  leurs  dérivées 
partielles  du  premier  ordre  par  rapport  à  /,,  . . ..,  y„  sont  con- 
tinus dans  le  domaine  T,  les  solutions  (2)  de  ces  équations  qui, 
pour  X  =  Xo,  prennent  respecliiement  les  valeurs  /",  . . .,  yl,  sont 
des  fonctions  continues  de  x,  x„,  y",  . . .,  yl  et  admettent,  par  rap- 
port à  toutes  ces  quantités,  des  dérivées  du  piemier  ordre  clles- 
mémrs  continues,  tant  que  x  restera  dans  l' inirrvallf  \x  —  ./„  |  "r  / 
et  x„,  j'",  ...,  y"  dans  le  domaine  ï,,. 

Les  dérivées  de  ces  solutions  par  rapport  à  yl  s'obtiennent  en 
intégrant  1rs  l'-quations  linrairrs 

('9)    S  =  |;(x,o.,....o„)Y.-^...^|^(..,..,...,ojV„ 
(/=  (,  2,  ...,  n), 

mec  les  romlitinns  initiairs 

Y*=(,  V,=...=  Ya_,=:  Y*^,=...=  Y„=o,  pour  .r^.r„. 
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Les  dé rU'ées  prises  par  rapport  à  x„  s'exprimrnl  en  funclion  des 
dérivées  précédentes  par  les  formules 

Kniiii,  on  aura  l'-vidoiiimcnt 

I^a  continuité  des  dérivées  -r-^  résulte  immédiatement  du  n"4,  si  l'on 

observe  que  les  équations  linéaires  (rf))  [ les  c'^«a/io/j.s  aux  imriations 
du  système  (i),  suivant  la  Icrminologie  de  M.  Poincaré]  ont  leurs 
coeflicients  continus  pour  les  valeurs  a-,  x^,  y'\,  ...,  yl  comprises  respec- 
tivement dans  linlcrvalie  |.i;  —  a;„  |^/  et  dans  le  domaine  T(,.  D'après 
l'égalité  (20),  on  en  conclut  la  continuité  des  dérivées -r^»  et  celle 

des  dérivées  par  rap|)()rl  à  ./•,  enfin,  est  mise  en  évidence  par  l'expres- 
sion (21). 

7.  Puisqu'une  caractéristique  est  déterminée  d'une  manière  uni- 
vo(pie  par  l'un  quelconque  de  ses  points,  tant  que  nous  restons  dans  le 
domaine;  T,  les  fonctions  ç (a;,  a;„, _).'",  .-.jJK,")  ne  changent  pas  de 
valeur  lorsque  le  point  .r„,  ^'",  . . .,  y"  se  déplace  le  long  d'une  carac- 
téristique. Donc,  en  doimanl  à  x  une  valeur  fixe  quelconque  x  appar- 
tenant à  l'intervalle  |x— aa|£/,  et  mettant  a;,  y,,  . . .,  y„  à  la  place 
de  Xe,  y'\i  ■  ■  ■•,  yl,  les  fonctions 

F/.r,  j,,  ...,y„)^^i{x,x,y,,  ...,/J  (t  =  i,  2,  . . .,  «) 

seront,  d'après  la  définition  même,  des  intégrales  du  système  (i). 
Ces  intégrales  sont  d'ailleurs  indépendantes  entre  elles,  puisqu'on  a 
identiquement 

.    l\(-^.rM  ...,y„)  =  '^i{x,x,y,,...,y„)=yi, 

et  salist'ont,  d'après  l'égalité  (20),  à  i"é(piation  aux  dérivées  paitielies 

Journ.  de  Math.  (5*  sirie),  lomc  \  I.  —  l'';isc.  IV,  1900.  ^7 
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\ons  pouvons  donc  encore  |)iésenter  noire  n'-sultal  sous  colle 
forme  : 

Si  les  funclions  /,(-i\  JH  ■  ■  ■•  )'n^-  ■  ■  •>  ./«(''.^H  •  ■  ••.)'«)  '"'  /'■"'•'» 
i/crii('i's  du  pvi'ntwr  ordre  par  rapport  à  \\,  ....  >„  sont  ru/ili/iucs 
dans  le  domaine  T,  l'rquatioii  aux  d<'ri\crs  parlirllcs  (wi)  admet 
Il    intégrales    indépendantes   f/ui  se    réduisent    resperti\ement   à 

V \'„  poni-  x  =  ./•,  (.^0  —  /<.rf  .f„  +  /),  et  qui  reslmt  mnlinues, 

ainsi    (jue    leurs    dérivées    du   premier   ordre,  pour    les    valeurs 
X.  )',,  ....  }\  eo/nprises  dans  le  dnnuiine  T„. 

Les  lliéorènies  ([u<'  nous  venons  d  élahlir  jouenl  un  nMr  iiMporliinl 
dans  plusieurs  branches  de  IWiialyse,  nolaninienl  le  Calcul  des  vaiia- 
lions  et  léludc  qualitative  des  courbes  délinies  par  les  é<pialions  dilTe- 
rentiellcs,  dans  la  voie  ouverte  par  M.  Poineaic  Pouriprnn  pui»i-  tirer 
parti  de  ces  llicorèmes,  il  esl  nécessaire  de  les  démontrer,  comme  nous 
l'avons  fail  ci-dessus,  pour  lout  domaine  où  les  caraclérisliquos  sont 
continues  et  dans  lequel  les  équations  dilTérenlielles  satisfont  aux  con- 
ditions recjuises. 

I.,es  démonstrations  données  antérieurement  par  MM.  Picard  (^')  et 
Bendixson  (-)  ne  sappUipient,  directement,  (pià  un  domaine  assez 
restreint.  Il  nous  semble  d'ailleurs  (|ue  la  méthode  «[ue  nous  avons 
suivie,  tout  en  conduisant  à  des  résultats  plus  étendus  et  plus  précis, 
présente  encore  l'avantage  d'être  plus  sinq)le  et  [>liis  intuitive  et  de 
se  rattacher  étroitement  aux  ])rincipes  éh'ineiitaires  du  (laicnl  iuR- 
nilésimal. 

•S.  Ivi'prenons  encore  le>  écpiations  i  i  i  )  du  n"  r»,  en  i;ai(laut  les 
deux  premières  hypothèses  do  ce  numéro,  mais  lemplarant  1  hypo- 
thèse S"  par  la  suivante  : 


(')  Sur  /('.<  nirlliiutrs  rt'fip/ifti.iiiiKHmns  siiccc'isix'i'.s  tt(tii.s  tn  tlirorir  itcs  rtfiia- 
tions  ttijfrrculicllcs  :  Nolo  iiisorri;  dans  le  l'uriii'  l\  des  Lc\(>/is  sur  t<i  llicoric 
•;)'-nvrale  firx  surfaces,  par  M.  G.  I).iiln>ii\. 

(')  Drmriiislralion  cti'  t'eiislciirr  ilr  t'i/iti\i,'riile  d'une  èi/iiati(ui  nii.r  dé- 
rifées  partielles  limaire  {Hiilletiii  rte  ta  Soeiélè  inalltcntiitiijuc,  l.  XXIV  ). 
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Lrs  sfcotids  niciiilircs  des  ('ujuallons  (  i  i  )  onl  ili's  ilrrivrrs  jiai- 
licllfs  (lu  prcnncr  onhi-  par  rnpjti,rl  à  y\,  .  .  . ,  y„  cl  a,  (jui  rcsli-nl 

(■oiilinttrs  pour  |  u  |  5  ''  '''  pour  ./. ,  i- ,  y„  iliin.s  W   Soil,  pour  ces 

v:ilcMiis  (II-  .'•,)',,  .  .  .  ,^'„,  a, 

(/,/.=  1,2,..  .,«). 

I.;i  (|iiaiililé  désignôo  plus  lia  ni  par-  ///(  o  )  [)()iiiia  ('■lie  iciiiplacr''  par 
11-  proiliiil  Mcr,  ce  (pii  nous  pcmiellra  tonl  d'alxird  df  pirscnlcr  le 
rcsullat  (In  nunn'To  ciu'-  sons  la  lornin  plus  précise  (pic  Noici  : 

Les  .soliilioiis  (  I  :>.  )  dis  rf/aalions  (  i  i  )  sont  des  fnin-lioiis  rufitinm-s 
dr  .1-  <'l  u,  et  la  rarnclcri.sliqur  qu'elles  repirscntcnt  rrs/r  à 
riiil<''tii-ur  du  doinaiiw  T,  pour  les  valeurs  de  x  cl  de  u.  comprises 
dans  1rs  ififeivalles 


K? 


(23)      \x-Xo\<l,     |[x'<laplnspclil,.dcs.piaiilil(:'S  —-J,-—^ 


cl  /■. 


Itovonons  niainlcnanl  aux  i''(pialioiis  (  i3).  Imi  Icrninl  (-(nnpli'  de 
riiy[K)llnJsc  ci-d(^ssus  et  r(!'p(jlanL  le  raisonneinciit  doniK'  an  n"  ii.  nous 
pouvons  les  (''crirc  sous  celle  forme 

/„/)     I  77  ""  P-l^''"('''  l^)  -^  'l'  1''"  <'-^'  ,"•)  +  ■••  +  r^„l\J.-'-,  W-) 
)  (/=I,  2,  ...,/.), 

F,„î  l'\i)  •  ■  ■  1  1'/,,  ('lanl  des  tondions  conlinues  de  ./•  el  u.,  pour  les  \a- 
ieurs  (•'-'?),  ipii,  pour  u.  =  o,  se  r(!'duisenl  respecliveinenl  à 


<\fi 


i^O'^;y„---,r,no), 


T^(-i',y<,  ■  ■  ■,y,n  o), 
fV<  f     -  -      \ 


'j3H  F.nNST    MNIIELOF. 

En  appliquant  à  ces  équations  le  théorème  démontré  au  n"  i.  el 
observant  que  les  yj  s'annulent  pour  .r  =  -r„,  nous  aurons  clone 

y),  =  9,(j:,  u.)  —  o,(.r,  o)  =  a']/,(j:^,  u-), 

les  '^(x,  a)  étant  des  fonelions  continues  de  x-  et  a  dans  les  inter- 
valles (23),  s'annulant  pour  .r  =  .r„.  Ces  égalités  nous  montrent  que 
les  fonctions  cp,,  Oo,  .  .  . ,  o„  admettent  des  dérivées  partielles  par  rap- 
port à  [J.,  pour  u.  =  o,  I  X  —  x„  1^/, 

^(x,  o)  =  'l.fx,  o)  (i  =  I,  2,  .  .  .,  //), 

dérivées  qu'on  obtient  en  intégrant  les  équations  linéaires 


-^  (x,  7„  o)  H-  ^  (x,  yj,  o)  Y ,  +  .  .  .  4-  ^  (x,  y-j,  o)  V,. 
(/=  I,  2,  .  .  .,  «), 


avec  les  conditions  initiales  : 
Y.  =  Y, 


pourx— -Xo-  Mais,  par  un  raisonnement  déjà  répété  à  plusieurs  re- 
prises, ce  résultat  s'étend  immédiatement  à  toutes  les  valeurs  x,  u. 
appartenant  aux  intervalles  (23),  de  sorte  que  nous  pouvons  énoncer 
le  tliéorème  suivant  : 

lùi  sitpposanl  que  les  scroiids  ttirnihrrs  des  équations  (  i  i  )  ainsi 
que  leurs  (lérUées  du  premier  ordre  par  rapport  à  _)',,  .  .  .,_V„,  [a 
sont  des  fonctions  continues  de  x,  y,,  .  .  . ,  y„,  u.  pour  JC,  y,,  .  .  . ,  y„ 
dans  le  domaine Telpour\^\zr,  les  solutions {i-i.)  de  ces  équations 
qui,  pour  X  =  x„,  prennent  respectivement  les  valeurs  y" ,  .  .  . ,  yl, 
sont  des  fonctions  continues  de  x  el  \i.  dans  les  intenalles  (23)  el 
admettent  par  rapport  à  [jl  (et  à  x)  des  dérivées  partielles  du  pre- 
mier ordre  continues  dans  les  mêmes  intenalles.  On  obtient  ces 
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dérivées  en  inlêgranl  les  ('•(juatioits  linéaiii's 

^  =  ^  (•^■'  ?^'  !^)  +  c)^  (•^'  ?>'  f^  >  ^  '  +  ■  ■  •  -^-  ^  <^**'  ?^'  i^)Y" 

(/  =  I,2,    .  .  .  ,  //), 

avec  les  conditions  initiales  : 

pour  X  =  Xo . 

La  continuité  des  dérivées  résulte  de  ce  que  les  seconds  inenihres  des 
équations  linéaires  («5)  sont  des  fonctions  continues  de  a;  et  a  dans 
les  intervalles  (aS). 

î).  Jusqu'à  présent,  nous  n'avons  considéré  que  des  quantités  réelles, 
mais  la  méthode  dont  nous  nous  sommes  servi  pour  établir  les  théo- 
rèmes énoncés  plus  haut,  nous  permet  de  les  étendre  immédiatement 
au  cas  où  l'on  a  alTaire  à  des  fonctions  analytiques  de  variables  com- 
plexes. En  efTet,  les  propositions  que  nous  avons  empruntées  à  la  mé- 
thode d'intégration  de  Cauchy-Lipschitz  restent  encore  vraies  dans 
ce  cas,  et,  en  parcourant  les  raisonnements  qui  précèdent,  on  verrait 
dès  lors  qu'ils  subsistent  encore,  avec  une  légère  modilicalion  du  lan- 
gage, qui,  d'ailleurs,  servirait  à  rendre  l'exposition  plus  simple. 

Ainsi,  supposons  que  les  seconds  membres  des  équations  (i)  soient 
des  fonctions  continues  de  x  et  des  fonctions  analytiques  holomorphes 
de  j, ,  .  ..,y„,  pour  les  valeurs  réelles  de  x  et  les  valeurs  réelles  ou 
complexes  dey,,  . .  .,y„  satisfaisant  aux  conditions  (/().  En  suivant  la 
même  marche  que  plus  haut,  on  arrive  à  cette  conclusion  que  les  so- 
lutions des  équations  (i)  qui,  pour  x  =  Xo,  prennent  respectivement 
les  valeurs 7°  =  y\  -4-  t,",  . . .,  JK°  =  J-",  -+-  •/;",  sont  des  fonctions  conti- 
nues de  y)*,  . . .,  Tj"  et  admettent  par  rapport  à  ces  quantités  des  dérivées 
du  premier  ordre  également  continues,  pour  les  valeurs  réelles  ou  com- 
plexes de  y]°,  . . .,  Tj"  satisfaisant  à  la  condition  (8),  x-  ayant  une  valeur 
réelle  (piclconque  dans  l'intervalle  (x„  —  /,  x„  +  l).  Donc,  les  solu- 
tions dont  il  s'agit  sont  des  fonctions  analytiques  de  yj",  . . .,  •/;"  /lo- 
loniorphes  tant  que  ces  quantités  satisfont  à  l'inégalité  (8).  quel 
que  soit  x  dans  l' intervalle  {xg  —  l,  x„+  Ih 


'l'jO  En>ST    I.IM)F.I.OF. 

Do  iiirmo.  li-s  considi  Tiitidiis  des  n'"  .*>  ol  8  nous  condiiisonl  an  iIk'-o- 
rèmc  suivaiil  ('  )  : 

Soif  (/on ne  un  sy.s/rnic  (l'cri nations  (Hlfthcnliclles 
(.2())  ^  =/, (•*%.>■.;••••.>'„,  u.)  (i  =\,-j.,...,n) 

ilrnrniliint  il'un  pr/ranir/rr  (irhili-riin'  rj.,  ri  soirni 

j^=ç^(.r)  (/=  1,2,  ...,«) 

Ii's  cqiiations  de  la  caractvrisliquc  passant  par  Ir  point  ./„,  y'\-,  ■••■, 
yI  rt  rorrrsponrlant  à  la  valeur  u.  =  o.  Faisons  les  hypothèses  sui- 
\antes  : 

I "  Fjes  fonctions  s (r )  sont  rontin ues  pour  .r^^ x ^ x-„ -f-  / ; 

•2"  I^es  seconds  membres  des  équations  (2G)  sont  des  fondions 
continues  de  x  et  des  fonctions  analytiques  holoniorphes  de  y, ,  . . . , 
v„  et  (lu  paramètre  a,  pour  les  valeurs  réelles  de  x  et  les  valeurs 

réelles  ou  complexes  de  y v,,  '"/  de  a  comprises  resperti^enienl 

dans  les  domaines 

(■A-)   x,<x<x,-^l,     |r,  -9, (./•)! -+-...+ ij-„-9„(x)|5p,     |a|<r. 

Ces  conditions  supposées  /-emplies,  les  solutions  des  équations  (2G) 
correspondant  aux  valeurs  i/iitiales  x  =  x„,  y,  =  Y'l,  •■■■,  Xn^yl 
sont  des  fonctions  analvti<iues  du  paramètre  a.  Iiolomorphes  tant 
iju'on  aura 

K  ' 

<  2S  )     I  ijLj  <  la  plus  petite  des  quantités  ■■     „|^f_  el         /'(">, 

quel  que  soit  X  dans  l'infe/valle  (./•„,. r„-l-  /).  K  et  M  désiisnani  les 

(')  Cf.  PoiscARÉ,  Les  méthodes  nouvelles  de  la  Mécanique  céleste,  l.  I, 
r.liap.  11. 

(')  On  est  cniuliiil  ii  in  iiii-me  liiiiili'  on  (Irnionlranl  le  lliOoiiMiie  dont  il  s'agil 
par  l:i  mélliotle  des  a|>|irf>\iiiiali(iiis  successives  {Cf.  pa;,'e  M.5  de  notre  Mi'inoiie 
cité  pins  linut). 
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iiiuiliilfs  111(1. i.iiitd  d<-s  rxprrssioiis 

ri'spcrili'ciiiriil 

^(,r,ô,,....o„,a)  (i=^,■l n) 

l>i)ur  If-s  ccilfiirs  {2-). 

On  voit,  en  cttct,  en  appli<[iiant  au  cas  présent  les  raisonnements  .lu 
n"  8,  ([lie  les  solutions  dont  il  s'afîit  sont  des  fonctions  continues  do  a 
ayant  des  dérivées  du  iir<niii  r  ordre  également  continues,  pour  les 
valeins  (28)  de  a  el  pour  x  (luciconciuc  dans  rinlorvalle  (./,•„,  j.-„  +  /). 
D'après  le  tliéorénie  fondanuMilal  de  Cauchy,  ces  solutions  sont  donc 
hien  des  fonctions  analyti(|ues  de  a  holoniorpiies  sous  les  conditinn- 
énoncées  ci-dessus. 

Citons  enfin  le  ihéorènic  suivant,  (|ui  se  déduit  immédialemenl  des 
résultats  des  n"^  i  cl  8  et  (|ui,  (railleurs,  est  une  conséipience  du  llu'-n- 
rènie  <pii  précède  : 

Elaid  duiiiH'  an  systi-nx-  (rrijuatiuiis  ilijj'rrriilifllcs  liiu'airrs 

^  =  F,„(./-,  ;-». <J-i,)  +7, 1\- , (■'■,  a , , . . . ,  u.,,)  -I- . . .  -H-^'„F,„(-'"' l-^o  •  •  •  ' \^i) 

{i  =\,-i,  ...,n), 


dépendant  des  paramrtrcs  arbitraires  u.,,  ...,  a^;  si  les  corjji- 
cients  F  sont  des  fonctions  continues  de  x  et  des  fonctions  analy- 
tiques holomorphes  de  p.,,  .. .,  a,,  pour  les  valeuis  réelles  de  x  el  les 
valeurs  réelles  ou  complexes  de  \J-;.  .,  \i.p  iOiupnscs  dihnS-ceftains 
domaines,  il  en  est  de  mènie  des  solutions  de  ces  éciualions  qui ,  pour 
une  valeur  X  dans  V intervalle  fixé  pour  cette  variable,  prennent 
des  valeurs  constantes  quelconques. 

En  éiioiu;aul  les  lliéorènies  «jui  |)récèdeul,  nous  avons  constaminenl 
supposé  la  variable  x  réelle;  mais  il  est  évident  (pie,  dans  le  cas  où 
les  seconds  membres  des  écpiations  proposées  sont  analytiques  en  ./•, 
nous  pourrons  aussi  bien  attribuer  à  celle  variable  une  suite  continue 
de  valeurs  conii)]exes. 
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